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PRÉFACE. 



Mon seul bot en publiant ce recueil d'exercices, 
est d'être réellement utile aux jeunes gens qui 
abordent le calcul infinitésimal. 

Pour atteindre ce but, le moyen le meilleur m'a 
paru de rappeler en tète de chaque partie traitée 
les résultats principaux de la théorie, puis de dé- 
velopper quelques exemples d'application, de telle 
^sorte que la marche dans des questions semblables 
^fùt clairement tracée^ enfin, de présenter à la suite 
^un nombre suffisant d'exercices du même genre, 
7 en ne fournissant que les réponses, afin de laisser 
^ à l'élève, dans le raisonnement et dans le calcul, 
"^ cette initiative qui seule conduit à de véritables 
progrès. 

Autant que possible, j'ai disposé la matière de 
manière à graduer la difficulté, et quand celle-ci, 
trop grande, m'aurait semblé devoir rebuter l'étu- 
diant , j'ai indiqué, quelquefois détaillé, le procédé 
de résolution. 

Quoique bon nombre d'exercices m'appartien- 
nent et que j'en aie laborieusement vérifié les solu- 
tions, je ne les réclame point comme miens^ ils ne 
constituent qu'un travail d'imitation destiné à 
combler des lacunes dans l'arrangement adopté ou^\> 
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à mettre certains points de la théorie en lumière. 
Les autres questions ont été puisées principale- 
ment dans les recueils anglais et allemands, abon- 
dants sur le même sujet. 

J'ai rarement indiqué les sources; c'est que le 
plus souvent pour trouver les véritables, il faut 
remonter aux auteurs qui, les premiers, ont écrit 
sur le calcul infinitésimal ou à ceux qui y ont in- 
troduit des théorèmes nouveaux et féconds; les 
ouvrages de ces grands mathématiciens sont cités 
dans les cours. 

Dans mon désir de présenter un travail métho- 
dique et complet, j'ai consacré cinq chapitres à 
la différentiation proprement dite, le dernier de 
ceux-ci à iin essai sur la dérivation des équations , 
sujet qui ne reçoit pas toujours l'extension que son 
importance exige. Plus loin, j'ai offert des applica- 
tions du développement des fonctions non-seule- 
ment par les théorèmes de Taylor et de de Maclau- 
rin, mais encore par celui de Lagrange. Enfin, j'ai 
traité dans le dernier chapitre de la décomposition 
des fractions rationnelles en fractions plus sim- 
ples, question qu'il est nécessaire d'étudier avant 
d'aborder le calcul intégral et à la résolution de 
laquelle je n'ai employé que les procédés fournis 
par le calcul différentiel; les autres, le plus souvent 
moins rapides , étant du ressort de l'algèbre. 

Si, comme je l'ai pensé, ce livre répond à un 
véritable besoin , je me hâterai de publier des 
Exercices méthodiques de calcul intégral^ recueil 
conçu dans le même plan et dans le même esprit. 
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CHAPITRE I. 

différentiation des fonctions explicites 
d'une seule variable. 



Nous supposons connus les principes généraux de la déri- 
vation et dé la différentiation , mais nous croyons utile de 
rappeler sommairement les théorèmes sur les dérivées et 
les différentielles des fonctions dont on fait immédiatement 
usage dans le calcul différentiel. 

Dans l'énoncé de ces théorèmes, w, v, w, etc., repré- 
sentent des fonctions de x; a une quantité constante. 

1 . La dérivée d'une quantité constante est nulle. 

2. La dérivée d'une somme algébrique de fonctions est 

égale à la somme algébrique des dérivées de ces fonctions. 

Soit 

y = u — t) + u?db etc. 

On a 

5: dy du dv dw 

^ = f- ^ etc. 

dx dx dx dx 

3. La dérivée du produit de phisieurs fonctions est égale 

i 
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à la somme que Ton obtient en multipliant la dérivée de 
chaque fonction par le produit des autres fonctions et addi- 
tionnant les résultats. 

Soit y == uvw 

La dérivée est 

dy du dv dw 

-j- = vw... - — H uw... - — h wv... -- — h 

dx dx dx dx 



Ce théorème, en vertu du premier, renferme le suivant : 

4. La dérivée du produit d'une fonction par une con- 
stante est égale au produit de la dérivée de cette fonction 
par la constante. 

Soit y = au. 

Le théorème donne 

dy du 

dx dx' 

5. La dérivée du quotient de deux fonctions , ou d'une 
fraction dont chacun des termes est une fonction , est égale 
au dénominateur multiplié par la dérivée du numérateur^ 
moins le numérateur multiplié par la dérivée du dénomi- 
nateur, le tout divisé par le carré du dénominateur. 

Soit 

'■4 

U 



V 



Le théorème fournil 



dy 


du dv 
dx dx 


dx 


V* 



(). La dérivée d'une fonction de fonctions est le produit 
des dérivées de ces fonctions, prises chacune par rapport à 
la variable qu'elle contient. 

Soit une fonction u de x déterminée par les équations 

w = F (z), s = f(y)y y = f (x). 
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On obtient 

du du dz dy 
dx dz dy dx 

ou 

du 

_=F{^)./^'(.y)./(x), 

suivant les notations admises. 

7. La dérivée d'une fonction composée de plusieurs 
autres fonctions est égale à la somme des dérivées de la 
fonction composée prises successivement par rapport à 
chacune des fonctions composantes. 

Soit y = Y{Uy v,*ti;....). 

Le théorème donne 

dy dy du dy dv dy dw 
dx du dx dv dx dw dx 

Observation. — En remplaçant dans les énoncés le mot 
dérivée par le mot différentielle , les théorèmes précédents 
s'appliquent aux différentielles. 

8. La dérivée d'une fonction inverse d'une autre fonction 
dont on sait trouver k dérivée est égale à Tunité divisée 
par cette dernière dérivée. 

Soient 

y = F(x)etx = f(y) 

deux fonctions inverses. 
Le théorème fournit 



F(x)=-7, 



^ 
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Tableau des différentielles des fonctions simples. 

(Dans ce tableau, comme dans tout ce qui suit, la caractéristique Log mdi<iue un 
logarithme pris dans un système quelconque, et log un logarithme népérien.) 

•*" ax 
d. a:* = mx^"* da:, d'où d.Vx « 



2i/x' 



dx 
d. Log X = Log e — . 

dx 
d. log X = — . 

X 

d, a'=a*\ogadx. 
d. e' = e' dx, . 
f/. sin X = cos X rfx. 

d. cos X = — sin x dx, 

dx 
f/. tang X s= — I— . 
cos'x 

dx 
d. cotg X = — -T-j— - 



d. secx = 



sin" X 
sin X dx 
cos' X 



cos X dx 
d. cosec X == r 



sni* X 



d. sin vers, x = sin x dx. 

dx 
d. arc sin x == 



d. arc cos x == — 



d. arc tans x =^ 



1/1— X* 
dx 



l/j— x« 

dx 



^ 1 H- X«* 

, dx 

d. arc cotff x = 1. 

1 -^ x' 



d. arc sec x = 
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dx 



d. arcco8ecx = 



X X/x"— \ ' 
dx 



d, arc sin vers x = 



dx 



V^x—x^' 

En divisant par dx les deux membres de chacune des 
égalités contenues dans le tableau qui précède, on obtient 
les dérivées des fonctions simples. 

Mais ce qu'il importe au plus haut point de remarquer, 
c'est que, dans le tableau, x représente non une simple 
variable, mais toute fonction explicite de x. 

Il faut donc que les élèves, en traduisant en langage 
ordinaire les expressions que le formulaire renferme, exer- 
cice préparatoire que Ton ne saurait trop recommander, 
prêtent à x la signification de fonction. 

Ainsi Fégalité d. log x s=^ — se 4raduira : 

X 

La difierentielle du logarithme népérien d'une fonction 

est égale à la différentielle de la fonction , divisée par la 

fonction. 

Ou, puisque 

rf. log X 1 

dx X ' 

La dérivée du logarithme népérien d'une fonction est 
égale à l'unité divisée par la fonction. 

Nous ne saurions trop insister sur ce point, et les exem- 
ples suivants prouveront l'importance du conseil. 

Exemple I. 

Soit à différentier, par rapport à x, la fonction explicite 

y = sin va? — x*. 
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C'est avoir à chercher la différentielle du sinus de la 
Fonction 

Or, d après le tableau, la différentielle du sinus d'une 
fonction est égale au cosinus de la fonction multiplié par 
la différentielle de la fonction. 

Donc 

dy = ces V^a* — x' rf. V^q^ — x*. . . . (i ). 

D'autre part, la différentielle de la racine carrée d'une 
fonction est égale à la différentielle de la quantité sub-radi- 
cale, divisée par deux fois le radical. 

Par conséquent 

d. {a^ - x*) 



(/. l/g* - x^ «= '^ - .... (2). 



et en substituant dans (1) cette valeur de 



d,\/àF^x\ 

dy == -z=z=, cos Va? — x' rf. (a* — x'). (3). 

2 Vc? — X» 

En troisième lieu, la différentielle d'une somme algé- 
brique de fonctions est égale à la somme algébrique des 
différentielles de ces fonctions , d'où if suit que 

rf. (a* — X*) = d. a* — rf. x' . . . . (4). 

D'après le théorème I, la différentielle de a* est nulle; et 
d'après le tableau, la différentielle de x^ est 2xdx; donc 

d.(a» — x*) = — 2xrfx . .... (5). 

Substituant dans (3) cette valeur de d. (a* — x*) , on 

trouve enfin 

xdx 



rfv = izznzr ces Vcf — X* . . . (6). 



pour la différentielle cherchée. 
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La dérivée est 

dy X 



dx i/a»— X» 



cosl^a' — x' . . . (7). 



Telle est la solution développée de la question. Mais les 
énoncés des théorèmes , ceux des règles de la différentia- 
tion, les substitutions successives et les différentiations 
elles-mêmes devront être faits , autant que possible, men- 
talement; de sorte que, avec Thabitude, on arrive à écrire 
pour ainsi dire immédiatement une différentielle cherchée. 
Ainsi, dans Texemple précédent, on arrive aisément à l'ex- 
pression (6) sans écrire les intermédiaires (1), (2), (5), (4) 
et (5). 

A la vérité, pour résoudre la question^ on aurait pu 
poser 

et se proposer de trouver la différentielle de la fonction de 
fonction 



y = sinj3, jj = |/a' — x', 

mais sans employer cette manière indirecte, que Ton écar- 
tera autant que faire se peut , on arrive plus promptement 
au résultat par le procédé mental indiqué. 

Exemple II. 

Soit à chercher la différentielle de 

o -4- X a — X 

y sss arc tang 

a — X tt H- X 

D après le théorème 3 , 

a-4-x_ a — X a — x.a-f-x 

di/= ' a. arc tang h arc tang a. (1). 

a — X a-*-x a-^ X a — x 
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Or, d'une part, d'après le tableau des diiFérentielles , 



d. arc tang 



I -f- 



\a -♦- x/ 
~7 a — x V 

\a + a:/ 



ou, en effectuant la différentiation indiquée au numérateur 
du second membre (Théorème 5), 

— (a H- x) djc — (a — x) dx 



j ^ n—x (a-^xf 

a. arc tang = ^ ' 

a -h X 



\a -*- xl 
ou, en simplifiant, 

a — x adx 
d, arc tang == ; . . . (2). 

a 4- X «* -4- X* 

D'autre part, 

, a -f- X (a — x) dx -f- (a -4- x) dx ,^, , , 

d. = ' ^ ~ — , (Théorème 5) , 

a — X (a — x)' 

ou 

, a H- X 2 odx 

d. =, r, (3). 

a — X [a — x)* ^ ' 

Substituant dans (1) les valeurs de 

ft — X tt -♦- X 

d. arc tang et de d. 

a H- X o — X 

fournies par (2) et (3), on a, toutes réductions effectuées, 

, a / 2 a — X - a -»- X \ . 

dy = 1 — arc tang j dx. 

a — x\a — X a -^ X a* -♦- xV 



D'où 

dy 
dx 



a f ^ a — X a-*-x\ 

= 1 arc tang -) . 

a — x\a — X a H- X a' -*- x V 
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Du reste, la dérivée s'obtiendrait en premier lieu en 
appliquant, dans le procédé, et les théorèmes sur les déri- 
vées et le tableau des dérivées des fonctions simples. 

Mais ce qu'il est important d'observer, c'est que l'habi- 
tude de se servir des théorèmes et des règles permet d'écrire 
immédiatement la différentielle de la fonction proposée 

comme suit : 

— (o -+- x) dx — (a — x)rfx 

a -♦- X (a -^ xf ' 



a — X 



arc tang 



t a — x y 

\a -+- xl 
a — X (a — x) rfx -f- (o H- x) rfx 



a -♦- X (a — x)* 

expression qu'il n'y a plus qu'à simplifier pour obtenir le 
même résultat que précédemment. 

Bsemple 111. 

Soit encore à chercher la différentielle de 

(x- 1)'(x — 3)' 
•^ (x — 2)» 

Prenant les logarithmes des deux membres , il vient 

5 i3 

îog y = 2 ïo« (^ — ^ ) -^ Y H (x — 3) — 8 log (X — 2) , 

et la différentiation donne 

dy 5 c2x 13 dx dx 

^ — 8 



y 2x— i 2 X — 3 X — 2' 

ou 

dy r ^ 13 



^« r ^ ^ '^ ?_ld^ 

y L2(x — 1) 2(x-3) x-2j ' 



ou encore 

dy x' H- 4 



y (x-i)(x-2)(x~-3) 



dx. 
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D'où 






î g*-^4 ^^ (« — <) (x-5) 

"^^ (x-l) (x-2) (x-3) ^ (X -2)" 






(x*-+-4) (x—i) {x — 3) 



ctx. 



(a? — 2)' 

Il est souvent avantageux d'opérer, comme dans cet 
exemple, quand la fonction est un produit de facteurs éle- 
vés à des puissances. 



M ^ 


-t- 




JC' 


x' 

1 


mLv • • • • 


H- 


x" 


+ 1 




i.2.3 i.2.3.4 


1.2.3.. 


.(n-i- 


i) 








dy 
dx 


e'. 


. 
















11 

'S' 




7 










2. 


y 


= 55(o 


hx) 

dy 
dx 


— 60a(a- 
84 6*x (a - 


-6x) 

a 

- 6x) . 


• . 








5. 


y = 


( ^ 
= \ax 


4 


ex / . 


















rfl/ 


3 1 4 
-ax -♦- - 
2 3 


1 
bx -+■ 


5 
4 


1 

4 

ex 












dx 


2 Ux' -f- 


* 
bx -♦- 


ca 


5\ 1 

A' 






4. 


y- 


= iog sec X. 




















dy 
dx 


:tangx. - 












3. 


y- 


= (arc sin vers a:)' . 


















dy 


2 arc sin vers x 


• 








• 






dx 


i^2x- 


-x« 










6. 


y 


— Iog sin* X. 




















dy 

dx 


' n colg X. 
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7. y= tang X -*- - tang» X. 

dy f 



dx cos'x 

8. y = log (a + 6x-)« (a' -i- 6'x-)« . 

rfy_ 2yifex'-' 2iii6'x— * 
</x a -f- fcx* a' -4- 6'x* 

9. t/=(3x-i-2) (x — i)l 

c/y 15 i 

rfx î2 ^ 

10. y = arc taog 



x-i-2 



H. y = 



dr 2(x'-*-x-4-i) 
a'(xloga — i) 

- _ • 

log*a 

dy 

— =xa'. 

c/x 



12. y = Iog.log(i -i-x*). 

dy 2x 



rfx (i -f- X») log (i ^ x'J 
15. y = 2c''* \^x* — 5x -*- 6x* — e). 



-^ = xc»^ 



cfx 

1 — x' 

14. y = arccos 

^ 1 +x' 



rfy 2 



rfx 1 -♦- X 

rfy 
rfx 
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e" (a cos fcx -♦- 6 sin hx) 



i6. y 



-i = e"* cos 6jc. 
cfx 



X 

i7. 2/ = log 



1/1 4- X* 

rfx X (1 ^- X*) 
iS. y = X (a* — x')i/a* -^ X*. 



19. y- 



rfy a* — o*x'--4x 
rfx "^ ï/SûTx» 
b — 2cx 



l/a -4- 6x — ex' 

rfy 6* -+- 4ac 

dx 



20. y = arc sec 



2 (a -4- 6x — ex*) 
XI/5 



2l/x'-+-x — 1 
dy i 



«^ XV x^ -*-x — 1 
21. y =se<* +'*)"« *•»«'. 



-^ = e^« +**) •" »»°8 ' (i -*- 2x arc tang x) 
f/x 



a(2x — a) 
22.3, = log(..-a)--A^-— ^, 

rfy X* -4- a' 



23. y = 



dx (x — à!f 
sinx 



i -4- tangx 

dy cos' X — sin' x 
dx (sinx -4- cosx)* 
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24. y = 5(0; H- 1) (I76x» — 165a:*^ J50ar--i25). 

-;^ = 3696x»(a-+-1)'- 
ax 

X 

25. y = arc tang . arc sin - . 

dx 



26. i/=« 



K a' — oc' I i H- (apc sin — I 1 

sin (a — fc-4-c)ap sin(o-f- 6 — c)x 

a — b-^c an- 6 — e 

sin (o — 6 — c) X sin (a -f- 6 -4- r) X 

■■^"•^ ■■— ^— Il «M^^ • ■ ■ ■ ■ ^■^^^— ^^■^— ^»»^— ^ « 

a — 6 — c OH- 6 H- c 

^r=r 4 cos ax sm 6x sin ex. 
dx 



Al . 


\cos*x cos'x/ 




dy 8 3 




dx cos* X cos X 


28. 


(X - \f 

y ï 




(X - 2) 




dy X — 4 

àx i 1 
6{x— 1) (x-2) 


29. 


y — 0* • 




— = no* X* ~ ' log a. 


30. 


2 arc sin X \ — x 
y — — : y- log 




•^ V\-x* "l+ic 




dy 2x arc sin x 




rfx .1 



(I - ar')* 
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X — i 

51. ^==arctang.tnng 



ar H- 1 



dx (x-i-i)' 

2 3 cos X . . X 

32. y = -n 7T^ -4- o log tang- 

sin*arcosx sin'x 2 

dx sin'xcos'x 



- /x* -4- X -h i 

33. y = c'\/ -i r- 

rfy e' (x* -+- 2) 



34, y=»aretaig^ 



dx (x« — x-4- i)I/x* + x«^i 

l^a* — b* sin X 
6 -4- acosx 



rfy Vc^^-¥ 



dx a-4-6cosx 



l/a -♦- hx — V^a — hx 

35. y = \o%—==z 

V a -{- bx -^Va — 6x 



rfx xl/a*— 6V 



36. y==:(logx— i)|/a*-+- X* — -log 



a . |/a*-*-x*— ^o 



^ ^ |/o*-4-x*H-a 

dy X log X 



rf^ J/^^ ^ .x^ 



8 „ 59 27U 



X* X 



>î 3 6 243 
37. y = lo§{3x-8) — ^, 



(3x — sy 

dy x* -+- 5x -4- 4 
5x ~" (3x — 8)* 
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38. y = log [{x — 3)« + 4] [(:ç — 4)» + 9)]* 

9 a: — 3 x — 4 
-H — arc tang — h 7 arc tang 

dy 2 (3x» — 1 6a:« -♦- 24ar -t- 70) 



rfo: a* — i4a:* -+- 86x" — 254a: -t- 325 



v/^ 



— crf H- l^ôc -f- o6x' 



40. y = 



^a6 — crf — l^ôcH- aèa:' 

sin^ X cos'' X sin' x cos' x 3 sin' x cos x 

8 ïe "*" 64 

5sinxcosx 3x 

Î28 '^'m' 

-r- = sin* X cos* X. 



CHAPITRE II. 

DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS EXPLICITES 
DE PLUSIEURS VARIABLES. 



La diflërenlielle totale d'une fonction de plusieurs varia- 
bles est égale à la somme des différentielles parlielles de 
celte fonction. 

Soit w = F(x, y, z, ) 

une fonction explicite u des variables x, y y z 

On a 

, rftt , du ^ du , 

(lu = ~~ {/x -♦- -— rtty -+- T- dz -♦- etc. 
dx dy dz 



4r» EXERCICES MÉTHODIQUES 

Soit 

a: -*- y H- X 

La dérivée partielle de u par rapport à x, c'est-à-dire en 
considérant y eiz comme des constantes et x comme seule 
variable, est 

du {x -^ y -4- z) {^xy •+■ z*) — (x'y -4- y^z -♦- z^x) 
dx (x -♦- y H- «)' 

ou, après simplification, 

du ^ {y -^z) (g*H-2xy)H-y (x' — yg) 
dx (x -♦- y H- «)* 

De même, la dérivée partielle de u par rapport à j/ con- 
sidérée comme seule variable est, après réduction, 

du {z -♦- x) (x* -♦- 2yz) -♦- z (y* — xz) 
rfy ~ (x H- y H- «)* 

et la dérivée de te par rapport à z^ 

du (x H- y) (y* -f- 2x2) -♦- x (z' — xy) 
rfz (x H- y -4- zf 

Du reste, ces deux dernières dérivées auraient pu se tirer 
de la première par symétrie, la fonction proposée étant elle- 
même symétrique par rapport à x, y et z. 

La différentielle totale est donc 

^^ ^ (y -^ g) (^' ■*- ^^y) -»- y (a:*— y g) ^^ 

(X -+- y -♦- zf 

(jT -4- x) (x* -♦- 2yj:) -♦-«(y*— xz) 
(x ^ y H- z)* 

(a?-4-y) (y'H-2xg) H-x(z*-~xy) 
^ . az. 

{x + y-\- zy 
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En remplaçant dx, dy et dz respectivement par x^yetz^ 
le second membre de cette égalité devient 2m , d'après ce 
théorème d'Euler : Si u est une fonction homogène et du 
n*"' degré des variables x, y, z, etc., on a 

du du du 

—- X -^ -z- y -^-—z '¥' = nu. 

dx dy dz 

i 



2. ti = 



(x« + ff 



4 (xdx -*- iidxi) 
du = i ^'; 

pour rfx = X, et rfy s= !/, le second membre devient — 4ii. 

(X -4- O)" 

(x -^ g)*- * [n (y >♦- 6) rfx — m (x -4- a) dy ] 



ù. u 



y y? -\- y^ 



(y + 6)--^* 



j^_ ^^y {ydx -^ xdy) 

pour dx s=r x, dy = t/, le second membre devient 0. 
I^x^-l/y 



5. ti = 



du=^ 



(y •— X — 2 i^ xf/) K y dx -+- (x — y — ■ 2 l^xy) i^x dy 



2 V^xy (x -4- y)* 

pour dx = X, dy == y, le second membre devient 

4 

u. 

2 

2 
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6. t< =s log y*. 

X 

du = \oey.dx h — dy. 

y 

X 

7. w = log sin — 

y 

4 X 

du = -z lydx — arrfw) cotg - • 



« /ax -v-by 
▼ ox — 6y 
ah {xdy — ydx) 
a^x'^ — b^y^ 
x — y 



du = 



9. w = arc tang 



X -*- y 
ydx — xdy 



du= ^ î 



x'v 
40. w= ^ 



a* -2* 



44. w = 



2xy ^^ x^ ^^ 2x'yg 

a* — z 
m sin v — n sin z 



du = '-T-^dx -^- -dy '\- —^ -^dz. 



(itt = 



p sin jz — m sin X 

mcosa?(msiny— n sin z)(toH-wcosy (psin s-ffl siDa?)dt/-»-mcosz(n sin a?~p sin y)dj 











(psins- 


-msiua?)* 




42. 


u — 


xy 
arc sec 

z 












du = 


y^ rfx 
xy 


■4- jTxrfy- 
Kx'y'- 


— xydz 

-z' 






u = 








X z' 
îtang---. 




45. 


|/x* 


H-y« + 


jz' -4- ar< 








du = 


xrfx H^ 


■ yrfy -*- ^^^ ^^^ — ^^^ 



xrfjz. 



DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 19 



i4. u = lo 



vr 



dîi = 



Il ■ ■ _ ■ _ Il • 

x{y — x) — z(y—z) 



xyzt 



15. M =- 

X H- y H- JZ -f- < 

(y+g-4-Oyg/rfa?+(gH-tH-a7)g/a?rfyH-(^-^ar-4-y)toydg--H(a?H-y-t-g)a;yg(/^ 

pour dx = X y dy^ y , dz = z , dt = t , le second membre 
devient 5t«. 



CHAPITRE m. 

dérivées successives des fonctions explicites 
d'une seule variable. 



Le résultat de la dérivation , par les procédés ordinaires , 
de la dérivée du premier ordre d'une fonction de a: est la 
dérivée du deuxième ordre de la fonction. 

La dérivée du troisième ordre de la fonction est de même 
le résultat de la dérivation, par les moyens connus, de la 
dérivée du deuxième ordre, et ainsi de suite. 

Quand la fonction proposée est décomposable en deux 
facteurs^ dont chacun est une fonction plus simple de x, on 
peut pour obtenir la dérivée de Tordre n*""* de la fonc- 
tion primitive, faire usage de ce théorème de Leibnitz : 
u et v étant des fonctions de x , 

d^uv d'*u n dv d"~^u n(n — 1)d*t? rf**"'?/ 

== t? h — • H • h etc. 

dx" dx" \ dx rfx«-* i . 2 dx^dx"-^ 
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Enfin, quand la fonction est de la forme 

(a -*- 6x -♦- ca^ , 

on pourrait y pour obtenir la dérivée du n*"" ordre, dé- 
composer le trinôme a •+ fcac + ex* en deux facteurs du 
premier degré et appliquer la formule de Leibnitz , mais il 
est plus simple de faire usage de deux théorèmes présentés 
par Lagrange (Mémoires de Berlin y 1772) et qui peuvent 
s'énoncer comme suit : 

1 ° Soit y = (o -♦- 6x -♦- ex')". 

En représentant par u le trinôme a -h bx -h cx^ et par w' 
sa dérivée b h- 2cx, on a 

^"**'" / iv / .X « n .„r. n(n — i) eu 



n(n— l)(w — 2)(n— 3) c'w» 

h de 



« I • • • • • (^j< 



i . î2 (w — n -♦- i ) (m — w -f- 2) u'* 

2** u et w' représentant le trinôme o h- 6ac -h ex* et sa 
dérivée, si l'on pose iac — 6* = e*, on obtient 

rf"^*"* ^ .« .N /^ .X /«'\" r. w n(n — i) e' 

-- — c=2w 2m— 4)....(2m — n^-l) — w"— " i -4 

dx" ^ ^ ^ ^\2/ L i2m(2m— i)M'* 



m{m — i) n{n — i){n — 2)(n— 3) e* 



•] (P) 



i.2 2m(2in — <)(2m — 2) (2w— 3) u" 

Des procédés particuliers permettent quelquefois de ra- 
mener la recherche de la dérivée n*™" d'une fonction à l'une 
des méthodes précédentes appliquées dans les exemples 
suivants. 

Exemple I. 

Soit à chercher les dérivées successives de la fonction 

a '\' X 

y = 

a — X 
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La dérivée du premier ordre est 

dy 2a 

■ ' , ^^>^— i^^— — • 

dx {a — xf 

Dérivant, d'après la règle ordinaire , 

2a 



(a — x)* 

expression de la dérivée du premier ordre, on obtient pour 
la dérivée du deuxième ordre de y 

d^y 2. 2. a 

dx* (a — xf 

Dérivant 2. 2. a 

(a - xf 

expression de la dérivée du deuxième ordre, on trouve 
pour dérivée du troisième ordre de y 

d^y 2.2. 5. g 

rfx' (tt — xf 
et ainsi de suite. 

La dérivée du n*""" ordre de y est donc 

d"y 2.2.5.4 n,a 

dô^'^ (o — x )'*•*-* 

Exemple II. 

Soit à chercher les dérivées successives de la fonction 

(a -♦- bx)"" 
^ "" (o' H- b'xY ' 

Cette fonction est décomposable dans les deux facteurs 

i 

(a -+- bxY' et -— - ou (a' -f- b'x)-" y 

on peut donc trouver sa dérivée n**"" par la formule de 
Leibnitz. 



2â EXERCICES MÉTHODIQUES 

En posant î/ = (a -+- ôj?)", 

t; = (a' -^ 6'a:)-^ 

on trouve par dérivations successives 

du 

— =mb{a-¥' oxf ^ * , 
dx 

d^u 

— = m(wi — i) 6*(a-i- ôx)*"-*, 

d^u 

— = w(m — -1) (m - 2) 6' (a -^ ftarf-', 

\tX 



d*u 

— ■=m(w — i) ....(m — n -♦- 1) 6" (a-*- 6x)'"""'*, 

Et aussi 

dx 

2 = p(p + l)6''(o'+6'x)-'-», 



dar" 



— p (p -4- 1) (p -t- 2) 6'» (o' -*- b'x)-'-*. 



-1^ = (_ 1)"p(p H- 1) (p H- „ — 4) 6'* (o' -+- 6'x)-»— ». 

Substituant les valeurs de u, de vet de leurs dérivées 
dans la formule de Leibnitz, on obtient 

d'*n\) rf"?/ i ^ ^ ^ ^ , ^ 

— ou --^ =- — — — — r«i (m— 4) . . . . (m — n -♦- i) 6-(a -I- 6x)"'- » 1 

"TF" (a +6'xV' l^'"^"'~' )-(»»-«-^5)^""V+ bx)--^] -etc. 
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OU en posant 

dry ^_ n pV A (a ^ ôor) 



dx" 1o'-f-6'x 6(m — n-^i) 

n(n — \)p(p-^ i)6^' A(rtH.6ar)' 



etc. 



1.2 (o'-f-6'a:)* 6*(m — n-t-i)(m — n-f-2) 
ou 

</x* L i 6(m — n-*-i) a'-f- fr'x 

"*" i.2 6'(m — n-*-l){m-n-4-2) W-^-ôx/ ®*^ J 

Pour obtenir les dérivées du premier ordre, du deuxième, 
du troisième , etc., il suffira de faire dans cette formule 

n= 1,2, 3, etc. 

Exemiple III. 

Soit à chercher la dérivée n*"' de 

1 

y = i' 

(ox -♦- x*y 

Cette fonction peut s'écrire 

y z=z (ax -^ x")"' . 

Elle est donc de la forme 

(tt -♦- 6x -♦- ex')"* 

et l'on peut en trouver la dérivée n*"* au moyen de la for- 
mule ((3), par exemple. Ici 

ti. = ax + X*, m' = o -+- 2x et c' = — a*. 

Substituant dans (P) ces valeurs et celle de 

3 

m = - 

2 
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on a 

d-?/ _ (--i)*5.4..,.(n-4-î2)(a-4-2j:)'' r 5 n(n— i) / a V 

^"" 2Max-^xy-î L ^^ 5.4 Uh.2x; 

2 4 5.4.5.6 \a-f-2x/ J 

Exemple IT. 

Soit ^ 1 

Cette fonction peut s'écrire 

2a Va — bx a -t- 6x/ 

Ainsi décomposée , on en obtient facilement les dérivées 
successives 

^ = A r ^ ^ 1 

dx 2a L(a — i>Jt^)' (« "*- M*J 

d*y 1.2.6» r 1 1 1 

L(a — 6x)'"^ (a-^bxyj 



rfx* 2a 

d^y 1.2.5.6^ 
dx^~ 20 



L(a — bxf (a -f- 6x)* J 



rf-y 1.2.3...W6" 



L{a — 6x)-*-* ^ ^ (a-f-5x)"+*J 



dx" 2a 

Si n est pair , on a 

— ^= ; 77-17-77 Ra -♦- 6x "^ -4- (a — 6x)*-*-* 1. 

dx" 2a(o»— 6»x*)"+*LV ' ^ ^ J 

Si n est impair , 
-T^ = ^r-Ti — rr-r-ZT I (« -^ 6^^)"+ * — (a — 5x)*+ H. 
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« 



dx* 
Si 11 = m i 
d^y 



= m {m — i) (m — n 4- i)x* 



— I» 



= 1.2. 3... m. 



La dérivée de Tordre m*"' est donc constante et les déri- 
vées d^'ordre supérieur nulles. 

2. y = Log X. 

dy Log e 

dx X 

w = 2, 0, 4, 5. . . 
En faisant w «= 1 , on trouverait 

dy 

résultat inexact puisque 

dy Log e 

dx X 

mais à part cette première dérivée de Logx, toutes les 
autres sont contenues dans Icxpression générale de la dé- 
rivée n*"* . • 



S'il s'agit de logarithmes népériens, log e= 1 et la dé- 
rivée n*"' de j/ = log X est 

dx" dx*-* ^ ^ ^H • 

3. y=a"". 
d-t/ 



X* 



dx' 



= (m log a)" o**'. 
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Sim == l ^ y =^ a' et h dérivée n*"* devient 
Si , en outre , û = c, y «c e*; et la dérivée n*"* est 

4. y = sin iwx. 



du 

-— = ïu cos mx 

dx 



■ ( "\ 



—4 = w* cos (mx H — 1 = m* sin ( mx -h 2 -1' 
rfx« \ 2/ \ 2/ 

«-•^ = m" sin I mx -♦- n - I- 
rfx" \ 2/ 



Simts 1,2^=3 sin X et la dérivée n*"' de cette fonction 
est 

dx* 
5. y s=z COS mx. 
d^y 



— ==. sin X + w — I 
r" V 2/ 



m** COS I mx 



lwix-4- n-l 



dx" 

Si m = 1 , y == COS X et la dérivée n*"* est 

d^^u I • ;r\ 

—^ == cos X -+- » ~ ) • 
</x" \ 2/ 

f). y = e* "" « sin (x cos a). 

rf"y , ^ . / '*^\ 

-~i- = «*•'■ ^ sin X cos a — na -f -~ • 

rfx* \ 2 / 

7. y = e"' sin mx, 

dti K I ' ^ \ 

— ==: c"(asin mx -+- mcosmx)= «".a jsinmx-4- — cosmxl. 
dx \ a I 
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Posant 



il vient 



m , « 

— = tang », d'oii a = (a* -i- îw')' cos f , 

a 



— 3SS (a' -♦- m')* e"sin (mx h-^ ). 
dx 



En employant le même procédé dans les dérivées sui- 
vantes , on arrive à 

ox" 
8. y = (i-^x'r. 
On peut écrire 

et, en appliquant le théorème de Leibnitz, 

^*y (i— x*)"* , ^ ^ r « m 1-f-x 

rfx» (i+x)- ^ ' ^ 'L im— n4-ii— X 

n(n — I) m{m — i) /i-4-x\* "] 

"*^ i.2 (m— 114-1) (m — n-*- 2) Il — x/ ^^ ^' J 

En faisant n»B m 9 



r .1 -f-x 

= 1.2.5 ....iw(1 — x)"* 1 — m* 

^ ^ L 1— X 



m* (m — if i\ -¥- x\* 



^^(i^)-} 



9. y = (a -«- M*" ^^8 (^ -^ t^'- 
Le théorème de Leibnilz fournit 

— ^ = in(m — 1) .. . (m — ?i -4-1) 6"(o-f- ôx)"*""! Iog(a+ 6x) 

c*X L, 

n 1 n (n — 1 ) i 



\ m — n -\- \ 1.2 (m — n -♦- 1 ) (w — w -«- 2) 

w(»— 1)(n-"2) 1.2 



i .2.3 (m— n4*1)(>w— n+2)(w— n-»-3) 



1.2 1 

— n+2){w— n-»-3) . J* 
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dfx"* L ^^ .1' (i.2)» 

H ^ ^-^ etc. • 

(i.2.3)' J 

10. y = {a — bxy sin (a -f- 6x). 

Le théorème de Leibnitz donne 

ity 



a" y r 

j^=={--i)'^m{m--'\).,,.{m'--n'\'\)b*'{a'-'bxY'--*'\ sin(a-+-6x) 

-bx , I , A 

sin a -4- ox H — I 

n-+-l \ 2/ 

sin (a-4-6x-h— 1 — etc. j. 



n a— bx 
1 m 

?i(n — 1) (a — bxy 



1.2 (m-n-4-i)(m-/i-H2) 

Si ti==m et 6= 1, la dérivée m*"' de 

y = {a — x)"* sin (a -♦- x) 
est 

-j-;;;; ==( — 'l)"*1.2.5....mj sin(a-+-x) j(a— x)sin ftt-*-x-i- —1 

m{m—i) . / 27r\ 1 

"*■ ~(W""^ ^a + a^ -H — J - etcj. 

11. j^ == X** e"* sin mx. 

Posant e"* sin wîx = u, x^ = î; et sachant [Exercice 7) que 

rf"w ? 

- — = (a* ^- m*)* e'" sin (mx -t- Wf>), 

ax" 

on trouve facilement par le théorème de Leibnitz 

d"!/ , « ..S ( . , ^ n ,sin[mxH-(/i — i^tf,! 
.---^ = (aVm*)*e'"<x"*sm(mx4-w^)-H-mx''*~* — ^^ lU 



"('^-^ ).,./.,. iV^.«-2^^"*[^'*'^'^(^^"~^)?] . .... ) 



?n («è — 1 ) x"*~ * i h .etc. 



1.2 (^2 ^ ^î)i 

12. y = e'«X, 

X représentant une fonction de x. 
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Posant u= Xetv = e«*, le théorème de Leibnitz four- 
nit facilement 



^- = e" h \-n.a- r-+- -^ ^«-; r h- etc.), 



dx 



résultat qu'on peut écrire symboliquement 



— ^===e« — ^ wa — -\-— -aM— -f-ctc. X 

dx" [\dxl Uxl i.2 \dxl J 



ou bien 



d"y ^Id^ y 
dx'' \dx I 



D où il suit que 

(è-»)'''-'-(â" <'"'"• 

Ce résultat est d'une grande importance dans la solution 
des équations différentielles. 

13. y = arc sin ar. 

dx (4 _ a;*)« 
En employant la formule ((3), on trouve 
rf^y d"-* (1 — x'ri 



1.2.5...(n— 1)x*~« r l (n - l)(n— 2) 1 

(4 .. xr-i L ^ 2 r2 7« 

1 3 (n — l)(w — 2)(n — 3)(n~4) 1 



• — ^ * 



^ 1 

— 7-*-etc. |. 

X* J 



2 4 1.2.3.4 

n-=2,3,4,5 

Ce résultat 9 pris négativement , serait l'expression de la 
dérivée n*"* de arc cos x. 
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X 

14. f/ = arctang— • 

a 

dy a 

/ = -! ^=o(a«-*-x')-*. 

dx a' ^ X* ' 

La formule (j3) donne 

rfx" rfx-' ' (a» + x*)"L 1.2.3 ar» 

(«— 1) (n —2) («— 3) (n - 4) a* 



1.2.3.4.5 



--etcj 



Ce résultat, pris négativement, serait l'expression de la 



dérivée n*"* de are cotff - 

^ a 



15 



. y = log f - -*- rr 4- >^a -4- 6x -4- X* ) 

dy i ' 

= (a-«-6x-i-a;') 



"^ l^a -4- hx -f. X* 
En faisant usage de la formule (P), on obtient 

d"y d''"*(a-t-6x-t-x')"î * 

rfx" rfx**"* * 

= (-l)'-M.2.3...(n-l^ <^ " ^>""' n - 1 (j^rlKgzl) i^Zl! 

2"-«(a+6x + a;')-iL 2 i.2 (6-4-2« 

1 3(n — !)(« — 2)(n — 3)(n— 4)(4o — 6*)* 



2 4 1.2.3.4 (6 + 2x)* ***'J' 

a' + «' 
On peut écrire 

y = '—( L_ L^\. 

2a i/— T \x -4- o |/~ 1 X — al/— 1/ 



j 



/ 
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C'est la décomposition employée dans l'exemple IV ; en 
dérivant on obtient 






En posant 
y = arc tang-,d'oàa:=r Ko* -♦- a:*cos ycto^l^a* -4- x* sin y, 

M/ 

on trouve 



y /• ,x. 1 .2.3 ... n sin(n -♦-i) « 

— = ( — \ Y — L_L 



rfa;' 

(a*H-x«)"^ Liouville. 

Puisque la dérivée première de 

X 

y arc tang- 
a 

est dt/ a 

dx a* -h X* 

doù d^ d^-'a(a«4-x*)"* 

dx""^ dx"-* ' 

on trouvera 

g=(-l)"-M.2.5 («-i)-ii^. 

a* -«- X* 
En opérant comme dans Texercice précédent, on trouve 

dx" îL±i 

(o' + x«) « Liouville. 

Les résultats de cet exercice et du précédent sont d'un 
usage fréquent dans la théorie des intégrales définies. 

\ 

i8. v = 
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En divisant 1 par e' h- 1 , on trouve 

y = e'~' — e"** -♦- e"^ — e^** -+- etc.; 
et facilement 

—^ =(— l)"[i"e~'— 2"c-*'H- 5"e-^'-- 4"e-*'-4- etc.1. 

Laplace a- trouvé pour cette dérivée n**"' une autre forme 
(voir les Mémoires de l'Académie, 1777, page 108). 



CHAPITRE IV. 

DÉRIVÉES SITCGESSIVES DES FONCTIONS EXPLICITES 
DE PLUSIEURS VARIABLES. 



Soit u=sF(x^y) 

une fonction u des variables x et y. Quel que soit Tordre 
suivi dans les dérivations partielles 

dx dy dy dx 
d^u d^u d?u 



dx^dy dydx^ dx dy dx 

d^u d^u d^u 

dy^ dx dx dy^ dy dx dy ' 
etc. 

La différentielle totale de Tordre n*"* de u est 



ou symboliquement 

, I du . du, \" 

\dx dv ^1 
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Soît encore w == F (x, y, z) 

une fonction u des variables x, y y z. 

d^u d^u d?u d^u d^u d^u 



dxdy dydx dydz dzdy dzdx 


=! — — — 

dxdz 


<Pn d^u d^u 




f/x* dy dy dx' dx dy dx 




d^u (Pu d^u 




dy^dz dzdy^ dydzdy 




d^u (Pu éPu 




dz^ dx dx dz^ dz dx dz 




d^u d^u d^u 
... >*s «•• eic» 





dxdydz dxdzdy dydxdz 
Etc., 

quel que soit Tordre suivi dans les dérivations. 
On a aussi symboliquement 

Idu , du . du ^ Y 

d'*u^= I --- ox -♦- — - ay H dz] • 

\dx dy dz I 

Et ainsi de suite, quel que soit le nombre des variables 
que contienne une fonction. 

Soît u = x^y^, 

,^ du 

On a --. = mx*" - * î/" (\\ 

dx * ' ^ '* 

du 

et si Ton dérive (1) par rapport à y, (2) par rapport à x, 

(Pu (Pu 



= W/)X'""* !/''"* = 



dx dy dy dx 
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Si Ton dérive (1) par rapport à ac et le résultat par rap- 
port à y, ce qui donne 



dx 



__ j\ ^«-1 „p-i 



a= mp (m— i) x*"' y 



dx^dy 

on trouvera le même résultat qu'en dérivant deux fois de 
suite (2) par rapport à x, car 

et 

^, = mp(m-l)x— y-'- 

Si Ion demandait les différentielles totales successives 
de la fonction proposée 

w = x* y', 

on aurait , en considérant dx et dy comme constants : i 

du =mx"'"*j/''rfx-4-/)x"'y''"*rfy, 

d}u =m (m — 1) x"*~* «/'dac* h- 2mp x"*"* y^~^dxdy -^ p{p — i)x*' t/'- 'rfy*,j 

fPji =:m{m — i) (m — - 2) x"*~*y''rfx' -4- 3mp (m — 1) x"'"'^''""* rfx'rfi/ 

-f-3mp(p — llx^'^y-'c/xd!/' -t-jolp — i)(p — 2)x"*t/''~'rft/*, 
etc. 

Différentier ainsi par rapport à x et j/ est plus simple que 
de chercher les différentielles partielles de la fonction et 
d'en substituer les valeurs idans la formule donnée plus 
haut. 

Exemple II. 



Soit 


u 


z= 


Vx* 


■*-f 


-t-2'. 


] 
1 


On a 


du 






X 


• • . 


1 

1 

. . (1). 



<lx y^ -t-y^ + z^ 
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du y 



du z 



• • 



. . (2). 



(3). 



En dérivant respectivement (1) et (2) par rapport à y et 
x; (2) et (3) par rapport à z et j/; (1) et (3) par rapport 
à j? et x , on trouve 

(Pw xy 



dxdy 
d^u 


{a^ + y^ + z*y 
xy 


dydx 
d^u 


(jc* -4- y* + z'f 


dydz 
d^u 


(x* H- y* + zi 

y^ 


dzdy 
dUt 


(x» -1- y» -f- zf 

xz 


dxdz 
d^u 


(x* -t- y' -f- z*)^ 
xz 


dzdx 


(x» -f- y« -4- z^y 



Dérivant ces dérivées partielles du deuxième ordre, les 
deux premières par raj^ort à z, les deux suivantes par rap- 
port à X et les deux dernières par rapport à j^, on obtient 

d^u xyz d^u d^u 

dx dy dz (^s ^. y« ^ ;2«)« dy dx dz dy dz dx 

d^u d^u d^u 

dz dy dx dx dz dy dz dx dy 

Quant aux différentielles totales successives de la fonc- 
tion proposée 
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on trouve 

xdx -+- ydy -i- zdz 
du = ^^-^ 



puis en considérant dx, dy eidz comme constants, 

{xdy — ydxf -4- {zdx — xdzy -4- (ydz — zdyf 

(Pu ^= • " ■ ' ■ ' ■ - g ' " 

(X^ -4- V* -f- zy 

Etc. 

i, M = sinx''"^ 

= cosycosxsmx""î'"-*(smy.logsmx -4-i) = 



dxdy dydx 

2. w = tangx*. 

é^u x*~*(cosx*'-4-ylogxcosx>'-+-2j/x''logxsinx^) tPu 



dxdy cos'x* dydx 

3. w = e^ arc tang (x 4- y). 
d'il ( 

[i+(x+y)»]' ) ^y^^ 

2xy 



4. u 



x' — y* 



{a:»- 


y»)' ~ 


^^«-y' 




ar»-+-y' 




2ar»y 


cPm 



dx dy fj.z _ ^6j' dy dx 

5. u = arc tang m / 



6. u = 



rfxrfy (x*— y*)* ^y«^^ 
x^y 



sin(x — y) 
cPw , .cos(x — y), , , rf*w 

dx dy ^ ^^ sin'(x — y) »- ^ ^'J dy dx 
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X 



(Pu X* — y* — Xjy i^ x* -f- y* d* u 



dxdy 



(X* ■*■ y») 



dy dx 



8. u = arcsin% / ^. 



d*ee 



i 



2a;* — y* 



d*tt 



dxdy 4 |/xy [(x —y) (2x — y)]? «^2/ àx 



X y 

9» u = cos — arc cos — 

y X 



iPu i 

= — arc cos 



dx dy t/' 



1/ 



y ( . X i x\ 
~ I siii — h ~ cos ~ ) 
x\ y y yl 



i /2.x X X \ d'î/ 

zzzi=z I - sin — -4-— cos- I = - — — • 

x«— y*Vy y a:'— y» y/ dydx 






d^M 



|/x*-t-t/' — y' 



X 



2y 

.3 



0..2 



2t/ 



dx dy x' ^5 1/^1 ^ y. 
il. îi = x' — 3oxy -f- y* . 

d'tt = 12 (dx»-+-dy^). 
i% u = V^^xy -4- y*. 

d'w y^(y — ^) 

dx^dy"^ (2xy + y*)^ 
45. ti = X tang y -^ y tang x. 

d* w 2 (cos* X — 5 sin JT ) 
dx^dy cos* x 

14. w = log [(x -4- y)' (y -f- z)]. 

d*?* 2 d^u 



d^u 
dy dx 



dxdy 



[x -4- y)* dy dx 



»t 
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é^U i d»tl 






dydz (y-*-^)' dzdy' 






d^u d^u 






=0= • 

dz dx dx dz 




15. 


X* — V 

«Pti z{x*-\'Z^) d^u 
dx dy (x» — 2«)' dy dx 

rf*w x(x*-+-z*) d^u 
dydz (x*--je*j* dzdy' 

d* « y (x* -*- 6xV -4- z*) d» M 
dzdx (x« z»)» dxdz 




16. 


H es log X»'. 

d*« zy-"^ d^u 
dxdy X dydx 






dz dx X dxdz 


* 


17. 


w = X log y -♦- y log z -♦- z log X, 

d'il i d'il d'il 






dx dy* y* dy*dx dy dxdy 


- 




d*ii 1 d'il d'il 






dydz* .c*~~ d5*diy'~dzdydz' 






d>N 1 d'il d'il 






dxd.r* x« dx^dz^ éxdzdx 




— 


'^(^r\.rdy\ydz^\ Jdzdx^ dxdy' 
[Mx* -*"> ^ zJ^n .c^ ^ y' -*- 


dydz»\ 



lp«— 
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rf«w = e«+*J'+« {adx +• bdy ^ cdzf. 
i9.*u =log(ax -f- 6y 4- cz), 

d»M=(-i)»-M.2.3...(«-4)(«-î^^:tM:îJ:^y'. 

\ ax -^ by -^ CZ I 

20. w ^ sin ax sin 6y sîd cz, 

d^u = sin axsin hy sin c;z (a*rfa:* h- Mb^dx^dy^-^- 6a*c^dx^dz^ 

-f- b'dy'-^6bh*dy^dz^-^c'dz^) 

— cosax cos6fy sin cz {a^dx^ 4- Zc^dz^ •+- b^dy'^) iab dx dy 

— cos ax sin by cos cz {a^dx^ -4- 36*(/y -4- c* rfz*) 4ac dx rfjc 

— sin ax costy cos cz (6* dï/*-t- 3aVx* ^ c^t/z*) 46c rfyrfz. 

x*i/' 

21. u= ^ 



z^^t' 
d^u 52 {ZSzH*— 32* — 5f *) d^ a 



dtx^dy^dzUl^ (z* -+. ty dy^dx'dz^de 



= etc. 



CHAPITRE V. 

DIFFÉRENTIATION DES ÉQUATIONS. 



Premier eaa* 

Une seule des variables étant indépendante. 
Soit F(x,y) = o (1) 

une équation renfermant les variables x et 1/ ; x indépen- 
dante. 
Une première diflërentiation donne 

'—dX'i'--dy = o (2); 

dx dy 
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équation d'où Ton tire facilement 

1° la différentielle totale rf;/, 

2^ la dérivée -^ • 

dx 

Une deuxième difl'érentiation effectuée en considérant 

— et — comme des fonctions de x,y et dx comme con- 
dx dy 

stant, fournit 

rf'F d*F (fF rfF 

-—- (/x*-4- 2 — -~ dudx -^T^dif -^ ~-d^y=zo (3); 

dx^ dydx -^ ày^ dy "^ ^ ^' 

équation d où Ton tire 

!•* la différentielle totale rf*y, 

2" la dérivée — ? • 

dx" 

Pour trouver cette dernière dérivée, on divisera d'abord 
les deux membres de (3) pardx', puis on remplacera 

-^ par sa valeur trouvée au moyen de (2). 

wX 

Une troisième différentiation fournirait 
I** la différentielle totale cPt/, 

"t la dérivée -^ ; 

dx" 

et ainsi de suite. 

Soient F» (x,y,i5) = o, 

F, (x,y,«) = o, 

deux équations renfermant les variables x,y, z^ dont une 
seule X est indépendante. 
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Par une première différentiation , on trouve 

d¥, ^ d¥, ^ dF, 

— ax -f- — ay -f- --- az = o, 

dx dy ' dz 

rfF, ^ dF, dF, 

-— - «X -4- -— dy -«- --— dz = o, 
dx dy dz 

et en éliminant tour à tour dz et dy entre ees équations , 
on obtient 

1** les différentielles totales dy et dz, 

2" les dérivées ~ , — 

dx dx 

Une deuxième différentiation effectuée en considérant 

dF, çŒ, dF, dF, dF, dF, 
dx dy dz dx dy dz 

comme des fonctions de x, y, z et dx comme constant, 
donne 

d»F4 d*F, d*Fi d'F, 

rfx'-4- 2 — — dxdy -♦- 2 dxdj^ h — rrdy' 

dx* dxdy " dxd« dy* 

d»F, . (Ph\ . , dF. dF, ^ 

-1-2 - — r- dydz -♦- — r dz^-^ (Py -^--—d^zs^Oy 

dydz dz^ dy dz 

d»Fa d'F, d'F, d*Fj 

— — c/x'-4-2 dxdy -f- 2 -; — -• dxdz h — T-^dy* 

dx* dxdy dxdz dy* 

d»F, d»F, dF, dF, 

et en éliminant tour à tour (Pz et d*y entre ces équations, 
on trouve 

1" les différentielles totales d*y et d'z, 

2® les dérivées — ^ et 

dx' dx* 

Pour obtenir ces derniers coefficients différentiels, on 
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divisera d'abord les deux membres de chacune des équa- 
tions précédentes par dx* et Ton remplacera — et — par 

dx dx 

leurs valeurs trouvées à la suite de la première diflféren- 
tiation. 

En général , si Ton a m équations renfermant m -+- 1 va- 
riables dont une seule est indépendante, même marche pour 
obtenir les différentielles totales et les dérivées des diffé- 
rents ordres. 

Deux des variables étant indépendantes. 

Soit F(x,y,js) = 0, 

une équation renfermant les variables x, y, z, dont deux 
indépendantes x et y. 

Une première .différentiation donne 

d¥ d¥ rfF 

— dx -^ -r-dy-A dz = o; 

dx dy dz 

équation d'où Ton tire aisément 

l"* la différentielle totale dz, 

2° les dérivées partielles — » — • 

dx dy 

Les dérivées partielles sont les coefficients de dx et de dy 
dans la différentielle totale. 
Une deuxième différentiation effectuée en considérant 

— , — , — comme des fonctions de x, j/, z et dx, dy comme 
dx dy dz 

constants ferait connaître par son résultat 

1" la différentielle totale cPz, 

* d^z d^z d^z 
^ les dérivées partielles -—-, - — - , ---• 

dx* dxdy dy^ 

Etc. 
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Soient F, {x, y, jj, m) = o, 

deux équations renfermant quatre variables x, y, z^ u, dont 
deux indépendantes xet y. 
Une première différentiation fournit 

dF, dF, dF, , dF, 

—— dx H du H az H du = Oy 

dx dy dz du 

dF, ^ rfF, ^ dF, ^ dF, ^ 
dx dy dz du 

et, par élimination^ on obtient facilement 

l"" les différentielles totales dz et du, 

2^ les dérivées partielles — » — ■ > — > — • 

dx dt^ dx dy 

Les dérivées partielles sont les coefficients de dx et de dy 
dans les différentielles totales. 

Une deuxième différentiation fournirait deux équations 
d où Ton tirerait les différentielles totales et les dérivées 
partielles du deuxième ordre, etc. 

Des deux cas précédents , on s*élève aisément aux cas où 
les équations renferment trois, quatre, etc. variables indé- 
pendantes. 

Exemple I. 

Soit l'équation x* — 3x*y' ^- y* = o (1). 

Différentiant, on a 

4x'dx — 6xy'dx — 6x*ydy -♦- kt\^dy = o, 
ou âx'^dx — "^xy^dx -- 3x'y dy '^2y^dy = o . . (2), 

, 3xy'—2x' ^ X 3y«— 2x' 
Dou dy=---7 — -— -dx== ^^^ -dx 



et 



dy X 3y* — 2x' 
dx y 2y' — 3x' 
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D'où l'on tire 

éPy A*(2xsîng->jg*cosx)H'B*(%sinz~-z*cosy)-4^C*(2jgsinjg— z'cosz) 

dx^ ~ Â* ' 

dfz A*(y*cosag— 2a;siny)«hB*(y*cosy— 2ysiny)H'C'(y'cosz~2zsiny) 

d3^~ Â* 

et, en multipliant par dxS les difTérentielIes totales, dPy 
et d^z. 

Exemple III* 

Soit 2* = xe* -»- e*. 

La différentiation donne 

^zdz = e^dx 4- x^dy h- e'dz .... (1) 



Fou 






et, par suite, 

dz f? dz xe^ 



et — = 



rfx 2z — e* rfy 2z — e* ' 

Différentiant Téquation (1), en considérant dx et dy 
comme constants , on a I 

2d2* -4- 2jr cP^; = 2e«' rfxrfy 4- e'' dy* -♦- e* djs' + e* d*x , 
ou (2z — e*)d'z= e«'dy'-*-2eydxdyH-(e' — 2)dz*. 

Remplaçant dz par sa valeur, 

-dxH dyj. 

D'où Ton tire aisément 

d»z = e** -dx«-f-2eî' — ^ ~^ 4 ^-dxdy 

(2z — e*)' (2z— eY 



et par conséquent 



x^^ (e —% -^^ {^z — e)t ^ 
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«\8 



dx* (î2« — e') 

cPz _^ xc»' (c* — 2) H- (2z — e*)* 



(i). 



dxdy (2« — C)» 

cPz a;»ey(e^— 2)-»-(2g — e')' 

d^""""^ (2z - O» 

Exemple ÏÏW, 

Soient les équations 

ax -*- 6y -^ cz -+- Arw == /, 

Différentianty on a 

arfx -+- My -4- cdz -♦- Wm = o, 
a'xrfx -*- 5*yrfy -*- i^zdz -*- A'tidti = o. 
Entre ces équations éliminant du , on obtient 
(oJkti — a'x) dx -f- (6*u — 6' y) dy + (cfct< — c*z) dz = o. 

D'où 

a'x — afai 6*y — bku . 

cfjz î= dx -t- — ^^ »v« 

cAru — r jz cArt* — (rz 

dz a{ax — ku) dz b{by — ku) 

dx c {ku — cz) dy c (ku — cz) 

Entre les équations (1) éliminant dz^ il vient 

(a*x — acz) dx -^ {6*y — bcz) dy -♦- {k^u — ckz) du = o. 

T^, , , aez—a^x ^ bcz — b^y ^ 

D ou dii=x= dx -*- — du^ 

k* u — ckz l^u — ckz 

du a{cz — ax) du b{cz — by) 
dx k (ku — cz) dy k (ku — cz) 

Diflërenliant les équations (1), en considérant dx et dy 
comme constants , on a 

a*dx!^ -¥• b*dy* -i- (^dz* -¥• it*dtt* -♦- c*z a*z -i- k*ud^u=:0. 
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Eliminant entre ces équations, l"" (fti, 2** (fz, on obtient 

c [ku — cz) é^z = a'dx* -♦- 6'rf/ -♦- c'dje* -♦- i*dt<', 
A: (cz — /:t<)cPt4= a'dx' -♦- 6*diy' -♦- c^dz^ -♦- A:*du*. 

Substituant à c?z et à du leurs valeurs trouvées, on tire 
aisément des deux équations résultantes 

d^z o' i -♦- (ax — kuf -4- (cz — ax)' d* u 

rfx* c (fcw — czf dx* 

cP z a6 (ax— fcu) (6y — fcw) -♦- (c« — ax) [cz — 6jy) d^ u 

dx dy c (ku — cz)' dx dy 

d*z 6* 1 + (6y — fcM)« H- {cz— hyf d^u 

dy* c (Aw — czf dy* 

i. Ax* -♦- Bxy -♦- Cy* -♦- Dx + Ey -♦- F = o. 

(Équation générale des lignes du second ordre.) 

dy 2Ax-4- By-t-D 

dx Bx+ÎCy-f-E 

2. y* -♦- 2(x* -f- c') y* -t- (x' — c*)* — o* = o. 

dy X c* — X* — y' 
dx y c* -^ x^ — y* 

3. (x*-»-y* — 6x)' — a* (x* -♦- y*) = o. (Limaçon de Pascal.) 

dy 1 a*x — (x' -4- y* — 6x) (2x — 6) 
dx y 2 (x* -♦- y* — 6x) — a* 

4. (x* -*- y* — a*)' (x* + y*) = 4a' (x« -t- y* — ax)*. 

En représentant x* -*- y* — a* par A 
et X* -♦- y* — ax par B, 

dy ^ i^ 2Ax (x* -+- y») h- A*x — 4a*B (2x— c) 
dx"~y 8o*B — 2A(x'H-y*)-A* 
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5. ac* log y — y' log x = o. 

dy y y^ — 2x* log y 
dx XX* — 2j/* log X 

6. iy' — x' — y . arc sin x = o. 



rfy 3x* 1^ i — X* -4- y 

(5y' — arcsinx)l^ï — x* 
7. y sin x — x arc tang y ^=^o, 

^y (^ "♦" .!/') (^^^ ^*"s .y — y ^os x) 

rfx (1 H- y*) sin X — x 

y • /i — X 

2 T 1 -I- x 



«ia; vT=^ 



. V-2ay — y 



9. X = o . arc sin ^ ^ V^ay — y*. (Cycloïde.) 






/2o — y cPy a (Py 2a /2tt — y 

y y 'rfx'~ y*'rfa:'""y^V i' 



10. tang (x* -*- y*) = x* — y*. 

dy X cos* (x* -*- y*) — 1 
dx y cos* (x* -♦- y') -♦- 1 

H. X = a cos ^^-^ — l^6*— (a— y)*. (Troclioïde.) 



dx y 

1 2. yx'' = arc sin x. 

«^.y / ^— y 



«y_/ ^ — y \ / y \ 

^^ \xapcsinx|/l— x*j U+ycosxj 
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15. 


X — a y — a . 


uic laiig ■ " ■■ arc lang ■ • — = u, 
X -^ a y -♦- « 




dy y* -♦- a* 




dx X* -4- 0* 


14. 


y =xy+^ 




dy x^-^' (xJ'+'-* H- log X -*- 1) 




rfx 1 — xS'+'logar 


15. 


jz' -+- 3zac' — axy. 



, aw — 6x2 , ax 
dz = — -— — dx H 7- dy, 

3(5;' H- X*) ^z^^\'X^ ^ 

16. (jc*-*- y* -4- 5;*)* = a* (x* -f- y* - )e'). 

1 a* — 2x* — 2v* — 22' , ^ 
dz= ; T-i :r-^ r-r Mx -♦- ydu). 

^ ^ (a:~mz)' ^ (y ^nzf ^ ^ (Cylindre elliptique.) 

dz^ ^^Mjg-^^) ^^ , <^'(y-^^) ^ 

m6* (x — mz) h- ntt*(i/ — nz) m6' (x — m^r) -*- na^ (y — nz) 



X 1^ \ 

18. — = twg l-r-^l» (Helicoïde gauche.) 

y \.h / 



En posant --- = a, 



, cos* az 1 . a: \ 

(te = ( «x dy ]. 

ay \ y I 



19. (Ax* -*- Ay + A'V— 1) (Aa* h- A'6* h- A"c«-- 1) 
= (Aax-4- A'6!/ H- A"c;2 — 1 )*. 

En faisant Aa* -*- A'6* -*- A"c* — == K 

et Aax-^- A'6y-+- A"cz — 1=P, 

A (Kx— Pa) , A' (Ky— P6) , 
^^="-~ A-(K^-^P<:) ^^""^ A-(Kz^Pc) ^^' 
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rr* y' ^ 



^^- ■^"^iî"*"^ = ^- (EUipsoïde.) 



c*x c*y 



d«^ __ c*(oV-t-cV) 



(Pz a^(6VH-cy) 

21. — — r=a:. (Paraboloîdc hyperbolique.) 

pz ^ z ' 

22. a»"* 4- by" -^ cz^ =ky 
a'x-'H- fcy -t- c'i2'^= A'. 

c/y ^ wap'c' «:•— » je^- « — m a'pc a:**'~* jc»*- * 
dx nbp'c'y^-^z^'-^— /l't'pcy*'-*^''-* ' 

dx "~ "" pcn'b'y'''-^z^-'^--p'c'nhy*'-^z^'-^ * 

23. sîn (x H-j/)-*- ^ = 0, 
sin (x — y)-4- r = é. 

dy 

— = langxtangy, 

dz 

— = tang X tang y. sin x sin y — cos x cos y. 

24. a:-f-yH-j3-4-t4==a, 
^* -♦- y* -+-«*-*- w*= 6, 

X* -I- y' -H z' H- tt' = C. 

dy {m — x)(z — x) 

dx"~ {u—y)(z-y)' 
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et, par symétrie, 

dz {u — x)(y — x) 

dx 
du 
dx 
En faisant 

I -f 

2a;-*- 
on trouve encore 

dx^ (u^y){z--y) 
et, par symétrie, 

(Pz A(M-t-t/)—B 



(u- 


-^)(«/- 


■z) 




i!^ 


x)(y 


-^). 




(^- 


-«)(y- 


-«) 




m 


■^(J 


-(l:) 


= A, 


Id 

'Ad 


xl 


fê)*^ 


« (ai 
Hd: 


A(m-+-z)— B 







ë'-. 



(ix* (w — «)(y— «) 




cPw A (z -f. y) — B 




dx' («— w)(2/— «) 




25. xy -i-zu — a, 








6y -*- 5: , 6x -♦- js , 

rfz — z-^^ : ax -♦- - dy, 

b(z^u) 6(z — w) -^ 




6y -*- « , bx -^ u . 

du — — -— ^ «'^ -*- 1 / X «y» 

6(z — w) 6(z — m) 




d*z 2(6y H-.îi)(6y-*-z) d*ti 
dx* 6»(z — w)» c/x'' 




r/^z fc* (z — «)' — (6x H- tt) (6y h- z) — (by-^u) (6x -f- z) 


cPii 


dxdy V(z--uf ~ 


dxdj 


d^z 2 (6x H- «) (6x H- z) (/*« 
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26. X -HyH-z-t-M = o, 
log xyzu =^ 6. 

z u — X z u — y_ 

az = dx '- dy , 

X u — z y u — z 

, u z — X, u z — V. 

rfu = dx ^ dy, 

X z — u y z — u 

fPz ZU fPtL 

cfxcfy xy(M— z)'^^ ^^ *^' ^ ^^ -^^J rfxrft/ 



rfy« y>-z)»^^ / . ... X ^.J ^^. 

W-+-Z — 4 W — X-+-1 

" 27. arc cotg = arc cotg h k. 

u — z-*-l y •*- ^ — ^ 

y t«'-4-(z— 1)* , X— 1 t*'-4-(z — 1)* , u 

du= -i — ; -rrdx — ; TT.dy-i -dz. 

z— 1 2/'h-(x—1)* z— 1 y«^-(x— 1)* ^ z— 1 

28. X -4- y -4- z = log (w -♦- v) , 

X -♦- y H- w = log (v -*- z) , 

X -*- y -4- V = log (z -*- 1*). 

dz (z-*-M)(z-*-t7-4-4)(M +-t7-t-1)-+- (z — u) (z -♦- tt -4- 1 ) c/z 

rfx (z-t-w-+-4)(w-4-r-+-1) — {z-*-v-4-1)[{z-+-tt)(M-+- v) —1] rfy 

• et, par symétrie, 

du (w -H v) (u -♦- z -+- 1 ) ( V -♦- z -♦- i ) -4- fw — v){U'*-v-^\) du 

dx (M-l-V-4-i)(t?-*-Z-4-1) — (ti-t-z-i-i)[(w-f-r)(»-4-z) — f] dy' 

dv (r -♦- z) (v H- w -f- 1 ) (z -f- w H- 1 ) -f- (v — z) (r -f- z •+- i ) dt? 

dx (r -4- z -♦- 1 ) (z -4- M -*- 1 ) — (v -f- u -f- 1 ) [(i? 4- z) (z -4- u) — 1 J dy 
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CHAPITRE VI. 

DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS. 

Section I. — Théorème de Taylovi 

Soit y = F(x) une fonction y de la variable x. 
En représentant par h un accroissement fini donné à x , 
Tcxpression du théorème de Taylor est 

A* h!" 

F lx-¥-h)^¥(x) -^hFix) -^ F"(.x) + — -— F'''(jc) h- etc. 

\ ) \ ) ^ ^ 1.2 ^ ' 1.2. 3 ^ ^ 



Le n**"* terme de la série est 



}n-i 



(x). 



i.î2.3...(/i— -1) 

et, si Ton s'arrête à ce terme, Terreur commise eii négligeant 
tous ceux qui le suivent est comprise entre la plus grande 
et la plus petite valeur de l'expression 

A" 

F" (x -+- ôA) , 

dans laquelle G est un nombre compris entre o et 1 . 

Exemple. 

Soit y = log (a h- x) . 

On a F (x)=î:log(a-*-x), F(x-4-A) = log{aH-x4- /*). 

El en dérivant successivement : 

1 



t"(x) 



F'(x)=- 



a •^- X 
\ 



(a -f- x) 

<.2 

F'"(x)==. 



[a -^ x)' 

F'^' (x) =- -- ; 

^ ^ a + x)* 



etc. 
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Substituant les valeurs de ces quantités dans la formule 
de Taylor, on obtient 

I h* \ 
loff (tt -*- X -*- h) = log (a -♦- x) -f- h 5 

A» 1.2 A* i.2.5 

•etc. 



ou 



I.2.3(a-*-x)» 1.2.3.4 (a H-x)* 

A 1 / A \« 

log (a -f- X H- A)= Iog(a -f- x) h — - J 

a H- X 2 \a -f- x/ 

3 \a H- X/ 4 \a -4- x/ 

* 

On aurait pu tirer les dérivées successives de la fonction , 
à partir de celle du deuxième ordre, de l'expression de la 
dérivée n*"* 

1.2.3...(n-i) 

(-1)-* ^ -y 

\ (a -f- x)" 

en faisant successivement n = 2, 3, 4, etc. 

D'ailleurs, l'erreur commise en s'arrétant au n*"* terme 
de la série qui représente log (a -h x -+- A) est comprise 
entre la plus grande et la plus petite valeur de 



(_,).-. i(_j__r. 

n\a -i- X -¥■ bIu 



La plus petite valeur absolue se trouve en faisant 0=1; 
la plus grande en faisant 6 = 0. 
L'erreur est donc comprise entre 



(-1 



i / A \" , . . W A \« 

^ { ïl et ~ir*- 

f* \rt -f- X -t- A/ n \a -♦- x/ 



Ces limites sont négatives si n est pair, positives si n est 
impair, et, par suite. Terreur négative ou positive dans les 
mêmes cas. 
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\, y z= tt"*'. 

La dérivée de Tordre n*"* (voir chapitre III, exercice 3) 
est 

— i=(mloga)"a"". 

Et , par suite , 

/ ^.. r. w*, m*A', ., m'A' , ^, n 

L 1 i «^ 1.2.5 J 



L'erreur commise en s arrêtant au n ""* terme est com- 
prise entre 

h" A" 

(m log «)"a"" et — --— (m log a)" o*"^"*" *^ • 

1 .2. 5 ...n 1 .2.3... n 

De ce que (voir chapitre III , exemple II) 
F"(x) = m{ni — i) (w — ^i -h i) 6" (a -♦- ôx)"*-", 

a-4-6(x -«-*)]"•= a -f.6xHi -»-- r--*- \ ^ M r- 

L ^ . L 1o^-6x i.2 \o-4-6x/ 

m(m — i)(m — 2) / 6A U n 

H î^ ;P — r-) -*- etc. . 

Les h'mites de l'erreur commise en s'arrétant au n*"** 
terme sont 



m (m — 1).... (m — n '\- \) . , ^ ,, , -, 

— ^^ i-—^ 6« A" [a 4- 6 (x 4- A)l 

i .2 . . . n '^ ^ 

m (m — 1).... (m — ^*h-I). . , 
et p— — ^ ^ 6" A" (o -^ 6x)-~ - * 



» — M 



a -*- X 

0. y = 

a — X 
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On a trouvé, chapitre III, exemple I, 

2.2.5.4.... n. a 

^ ' (a— x)-+* 

A l'aide de cette expression , on obtient facilement 

a-f-xH-Ao-f-x^rA A* A' -i 

= h 2al -♦- -4-- --f-elc. 1. 

a — XH-A o— X L(a— ^)* {a — xf (a— x)* J 

L'erreur commise en s arrêtant au n*™* terme a pour 

limites ^ 

A" A" 

2a —7-7 et 2a 



(a — x)"+* ^' (a — X — A)"+* 
4. y = e"sinnix. 

En se servant du résultat de lexercice 7, chapitre III, 

•» 
F" (x) = (a* -♦- w')* c^* sin (mx h- nf ), 

on trouve 

e^*+*> sin m(x -f- A)= c"* 1 sin mx -4- A (a* -^ m*)* sin ( mx 4- f ) 

A* 1 

(o*-f- m')* sin (mx -f- 2f») 



i.2 

A' . . 



(a* -4- m')* sin (mx -*- 3f) -*- etc. j. 



1.2.3 

Si a= I et.w= 1, la fonction est y = e* sin x et le ré- 
sultat précédent donne 

r 1 A* 
e*^ sin (x H- A) = e*! sinx -4- 2* A sin (x-*- ^) h 2sin(x -*-2f) 

A» I , 1 

-4- 2 sin (x -*- 3f ) -I- etc. j. 

5, y = c*^ cos mx. 

En opérant comme dans Texercicc 7, chapitre III, on 
trouverait 

d"y ; 

— ^ == (a'-4- m*) e" cos (mx -*- Wf). 
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Et facilement 
€•<'+'•) cos m (x -f- A) = c"* I cos mx -♦- A (a* -f. m^f cos (mx -i- ^) 

-4- (o* H- w') COS (mx -♦- 2f ) 

1 • i2 

A'' 1 

-*- (a' 4- m*) cos (mx -♦- 5f ) -+- etc. I. 

Si m = sin f et a = cos / , 

+A)co.i jjQs |-^^ H- A) sin « ] = e"^*' fcos (x sin <) -♦- A cos (x sin t -♦- t) 



A 



cos (x sin < -4- 20 n r — cos (x sin ^ -f- 5t) 



1.2 ' ' 1.2.3 

etc. 



■] 



0. y = arc tang x. 
dy i 



dx 1 -f. X* 

En faisant a = 1 dans le résultat de l'exercice 16, cha- 
pitre III, on trouve 

d" arc tang x c/"-* (1 — x*)" ^ si n /* ? 

expression dans laquelle cp = arc tang - • 

Ol* de cette dernière égalité, on tire 

^ i 

/ 1 ' t^'^"^ ^*""'^' ^'^^:; 5 =sinV. 

(1 4- x')* i -♦- X* 

Donc, 

d" arc tang X 



dx" 



= (—1)**-* ! .2.0 ...(n— 1)sin»î>sin"y 
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et y par suite, 

h A» 

arc tang (x -♦- A) = arc tang x h — sin ^ sin 3» — — sin 2f sin'f 

1 2 

-♦- — sin 3f sin'f sin 4f sin*f -♦- etc. 

3 4 

De ce développetnent on peut déduire 

îT ç> 1 ^ 

— ±= - H- sin * -*- - $ln 2? -+- *- sin 5v •+- etc.; 

2 2 ^ 2 ^ ^ ^ 

et y par dérivation^ 

1 

= — h ces f -h cos ^f ■+• ces 3f -4- etc. 

(Voir Euler, /n«^ co/c. rfi/f.) 

7. y := arc cotg X. 

On pourrait trouver le développement de arc cotg (ofc-i-A) 
de la même maniéré que celui de arc tang (x-i-Â), mais 
celui-ci peut fournir le premier. 

Eli effet, 

arc tang (x -♦- A) == — — arc cotg (x -♦- A), 

arc tang x =*• arc cotg x = y. 

En outre , 

i 

^ = arc tang— = arc cotgx=sy. 

Par substitution de ces valeurs dans le résultat de lexer- 
cice précédent, on trouve 

A A' 

►Ig (x -•- A) = y — -- siny siny h- — sin 2y sin'y 



arc col 



— TTsm 3y sm*y 4- etc. 
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8. y = 



1 



|/l — X^ 



r h X 



A* l+2x* A' 3x(3-4-2x«) 



i 



I 



l^i — (x + A)» l^i— x" 



A* 5 (5 + 24x*-t. 8x*) A» 1 5x(i 5-4-40x'+8a 

i .2.5.4 (\^x^' ^ ^ .2.5.4.5 {i—x^f 

A* 50 (5 -♦- 90x* -♦- i 20x*-4- 1 6x«) 



i. 2.5.4.5.6 



(i— x«) 



etc. 



9. Supposons que Ton ait 
y s= arc log tang x , 

c'est-à-dire soit y un arc dont le logarithme de la tangente 
est X. 

On a x = log tang j/, et de cette égalité on tire aisément 
les dérivées successives de y par rapport à x. 

La formule de Taylor donne ensuite 

A sin 2t/ A' sin 2t/ ces ^y h^ sln ^y cos ^y 
— . ^ — 1 

i.2 2 



arc log tang (x -♦- A) == y 



1 2 
A* 



sin 2t/ 



1.2. 5. 4 2 



sin 2f/ 



i. 2.5.4.5 2 



4.2.5 



(cos 6y — sin 2y sin 4y) 



(cos 8y — l2sin 2y sin 6t/) -t- etc. 



iO. y = 



o*— x' 



En faisant 6 = 1 dans le résultat de l'exemple IV, cha- 
pitre III 9 on a 
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El, par suite, 

2a-*- ' r(a+x)«— (a— a:)'l 

a — X 



1 i 



a'—{x^hf 2a (a*— X*) 






etc. 



Section II. — Théorème de Maclaurin, 

Soit encore y == F (oc) une fonction explicite y de x. 

En représentant par F(o) et par F'(o), F"(o), F-"(o), etc. 
ce que deviennent la fonction et ses dérivées successives 
quand on y fait x=: o, on obtient pour expression du théo- 
rème de Maclaurin 

F(x)=F(o)H.ÇF'(o)^-^F"(o)H-j^F-(o)^etc. 

Si Ton s'arrête au n*"' terme de la série , la somme R des 
termes qui suivent est 



JC" 



a 

R = ^ F" (ex), 

étant une fraction comprise entre o et 1 . 

Pour que le développement représente la fonction pro- 
posée, il faut qu'il soit convergent et que R ait pour limite o, ^i 
quand n croît indéfiniment. Ce sera chose très-utile de s as- 
surer s'il en est ainsi dans les exercices suivants , comme 
dans ceux de la section I , dont les résultats doivent satis- 
faire aux mêmes conditions. 
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Du reste, la série de Maelaurin peut aussi servir au déve- 
loppement des fonetionç implicites. 

ISxemiile ■• 

Soit 

i 



On a 

V{x) = — > - d'où F(o)=i. 

Et y en dîfférentiant , 

r^x)^ ^ V d'où r(o) = i; 

2 (i — x)» 2 

r\x) = ^'^ , . d'où F"(o) = ^; 

1.3.5 , , , 4.3.3 

F» = r d'où F»==:— ^; 

etc. 

Substituant les valeurs de F(o), F'(o), F'(o), F"(o), etc. 
dans la formule de Taylor , on obtient 

i X 3x* 5x» 7x* 

= i H 1 r- -I r- H r- -H etc. 



i/JZZi 2 2' 2* 2» 

Si la dérivée de l'ordre n*"* de la fonction proposée était 
connue y en y faisant a; =»0y on obtiendrai! une expression 
d'où Ton pourrait tirer F'(o), F''(o), etc. 

Ainsi , dafis l'exemple aetuel , 

1.3.0.... (2n — i) 






• 2 



2"{l — x) 

el, pour x = o, 

^ , 1.3.5...(2»-1) 
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En faisant donc n «» 1 , 2 , 3 , eic, dai)$ cette deroière 
expression, on obtiendrait les valeurs de F'(o), F"(o), eie, 

Exemf le ■!• 

Soit l'équation y^ — y -+- x == o , 

le but étant de développer y en fonction de x par la for- 
mule de Maclaurin. 

En dérivant successivement, on obtient 

dx \dxV \dxl dx' ^ rfx* dx* ^ dx dx* 

d"v 

•^ dx« dx* ^ dx dx • ^ ^ ' dx* 

C30 f^V^ ^. 420 ^ f^V H- 650^ ~y ^ 
\dxV dx* dx IdxV ' dx dx* dx* 

\dx/ da' ^ dx» dx* ^ dx* dx» 



dx dx* dx' 



etc. 
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Maintenant si, dans Téquation proposée, on fait x = o. 



on trouve 



y' — .y ^0, 



ou y(y»— l) = o, 

et eette dernière équation est satisfaite quand y = o, quand 
y = 1 et quand y = — 1 . 

Ainsi , trois valeurs de y correspondantes à x = o et par 
conséquent trois développements possibles de y en fonction 
de X au moyen de la formule de Maclaurin. 

' dans les 

dérivées successives de Téquation proposée, on tire des 
équations résultantes 

F'(o) = l, F"(o) = o, r"(o)==G, F-(o) = o, 
F' (o) = 360 , F'» (o) = o, ¥'" (o) = 60480 , etc. 

et Ton a d'ailleurs F (o) = o. 

La substitution de ces valeurs dans la formule de Mac- 
laurin donne 

y = X -♦- x' -♦- 3x' -♦- i2x' -f- etc. 

, ' fournit de la même ma- 
nière 

F(o) = <, r(o) = - i, F"(o)=- j, F'"(o)=-^.etc. 

et, par suite, 

X 3x* i7x' 

y "^ ""2 8 Î6 



o" Le couple \ ' , donne 



1 o 51 

F(o) = -l, F'(o)=--, F"{o)=-, F"'(o)=-_,ctc. 
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D'où 

X ox* i7jr' 
y = — i 1 -♦- etc. 

/ V ♦w ^ m (m — 1 ) 

1 i . 2 

C'est l'expression du binôme de Newton. 

i 
Si a = 1 et wj =i -- > on Irouve 

\ 1 x' 3 X» 5.5 X* 



V i -4- Of* = ^ -4--X 



clc. 



2 2*1.2 2M.2.3 2M.2.5.4 
Si Ton avait fait wî = — 1, on eut trouvé 

^ 1 / X X* X* \ 
==- (1 -4-—- _^_ etc. )• 

a -¥■ X a \ a ar a^ I 

Ces deux derniers développements peuvent s'obtenir 
directement sans difHcuIté. 



X , X* . X* 



2. y = a'. 

a'=i H---loga-*--^ log*« H- --^^log'a h- etc. 
1 i.2 1.2.3 

D'où, en faisant a = e. 



XX* x' 

«•== i -+---+- -—- ^- -— -— ^ etc. 
1 1.2 1.2.3 

et, en faisant x»a 1, 
e = 1 + 1 -*- -— -+- — -— : -+- etc. = 2, 7i8281828 

1.2 1.2.e> 



5. y = Log (o -♦- x). 

Log(a -4-a;)r=Loga-4-Logcr- — -^-f.^— -^-+-etc.l. 

La 2a* 3a' 4a* J 



5 
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Si l'on avait y = log (a -i- x) , système népérien , on ob- 
tiendrait 

X X X X 

log(« H- .) = loga-^ ----.--- H-elc, 
et, si en outre a = 1, 

X X* oc^ X* 

lojç (i -*- X) = H h etc. 

^^ ^12 5 4 

4. ^ = sin X. 

X x' x*^ x' 

sin X = -•- -♦- etc. 

i 1.2.5 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7 

En dérivant les deux membres, on obtient 

X* X* X* 

cos X = 1 •+■ -— h etc., 

1.2 1.2.5.4 1.2.5.4.5.6 

développement que Ton trouve facilement, comme celui qui 
précède , en se servant de la dérivée de l'ordre n*""* de la 
fonction. 

5. y = tang x. 

X» 2x* 1 7x' 

tanjr x = x h 1 -— - -v- ^ ■ , 1- etc. 

* 1.3 1.3.5 1.3.5.7.9 

6. y = sec x. 

X* 5x* 61 X* 

sec X = 1 H 1 1 : — -+- etc. 

1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 

7. y = arc sin x. 

En employant l'expression de la dérivée n*""* de la fonc- 
tion (chapitre III, exercice 13), on trouve 

1 x' 1.3 X» 1.3.5x^ 

arc sm X = X -4 1 h 1- etc. 

2 3 2.4 5 2.4.6 7 

D ou, puisque arc cos x = — — arc sm x, 

TT 1 x' 1.3x« 1.3.5 x' 

arceosxs= ' x etc. 

2 2 3 2.4 5 2.4.6 7 
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8. y = arctangar. 

Le résultat de l'exercice 6, chapitre VI, fournit en fai- 
sant ac s=E. 0, et par suite (p ±=-9 

, ^ , A» A* h' 
arc tang A = /i --i-— ^^^ etc. 

D 5 7 
et, en remplaçant /* i>ar x, 

X x' x' 

arc tang x = x 1 — h etc. 

^ 5 5 7 

Pour arriver directement à ce développement, on ferait 
usage des résultats de l'exercice 16, chapitre III. 

D'ailleurs, puisque arc cotg x == - — arc tang x, 

7f x' X* x' 

arc cotg x = xh -4-^ etc. 

^2 5 5 7 

9. y = e''"^ 

e»"»' = 1 -^ xH ^ etc. 

i.2 1.2.5.4 1.2.5.4.5 

10. y = 



çosx 



e* ^ 2x' 4x' 12x* 55ac» 

= 1 ^ X -^ -—- -V -r-^rz -*- - ^ ^ . -^ T^rr*:-:: -^ etc. 



cosx i.2 1.2.5 1.2.3.4 1.2.5.4.5 



11, y = |/l ^e*. 

,/7— :r ./--/, 1x 5 x« 7 x' 9 X* \ 

\ 4 1 4M. 2 4M.2.5 4*1.2.5.4 y 

12. y = e*\ 






/, 2x* 5x' 15x* 52x'' x \ 

^^n'"^-" r^-^rirs-^ïï^:^ -"1:275X5 ""H- 



r a -f- 6x -♦- f X* 
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i 

En faisant w = — - dans la formule (P) du chapitre III, 

on obtient 
^n (6 ^ 2cx)" r , \n (n— 1 ) 4ac — 6* 

1.5 n(n — i)(n— 2)(n— 5)(4ac — 6')' ^^ 1 
■^ 2» 4.2.3.4 (6 -+-2cx)* J' 

expression qui, pour x = o, donne 

&« r ln(w — 4)4oc — 6* 
P(o) = H1)M.2.3....n— -,[1----^^^ ^r- 

1.5 n(n--i)(n-2)(n^3) (4ac-6T ^^^ H 
■*" 2' i.2.3.4 6* y 

Il suffit de faire n= 1, 2, 3.... dans cette formule pour 
obtenir F'(o), F'(o), F"'(o), etc., et, par suite, 

i 1 r x 6 X* 36* — 4ac 



' etc. I . 



X» 36(56* — i2gc) 
i.2.3 (2a)' 



14. 



>/■ 



l-f-ax* ..X* .,_., ^ , ,, X* 



x' 
^- 5.3.3. (56' 4- 36»a— 6a* -f- a') T-r-z-r-r-r h- etc. 

Newton. 
I 

4Î5. y = (a«H-o*x— x')l 

I Ix 4 X* 4.9 x* ^ 

4.9.14 X* 

— \- etc. -^ 

•)*tt' 1.2.3.4 Newton. 
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i 6. f/' — xy — 1=0. 

^, i X 1 X* 1».3 X* J*.3*.o X* 

^ 2 1 2M.2^ 2* i.2.3.4 2» i. 2.3.4.5 ^ ' 

i 7. y^— 6xy — 8 = 0. ^ 

4 x^ X* 

V = 2 -*- X — - — 1 ^ clc. 

2i.2.3 i.2.3.4 



i 8. y^ — xy — i = 0. 

y = l-H --iï-H ^ -etc. 



X x' X* 



Les deux autres valeurs de y sont 



X x' X* 



y = a-H-— — — db— etc. 

3a 3* 3'a 



X x' X* 



dans lesquelles 



a =5^ a* 5= 

2 2 



J 9. sin ly = X siii (a -+- y). 



X , X* _ x' 



i/=sinn7r-f- -sina -♦.•-7sin2o-f----— 2sina(3-4sin'a)4-etc, 
I 1.2 i,2.D ' 

20. j/" log y =5 ax. 



a*x' _ a'x' a*x* 



y^i +aa:H2n-i)— - +(5w— 1)»— ~--(4n---l)»— — -hctc. 

1.^ 1.2.0 1.2.3.4 

Section ïll. — Théorème de Lagrange, 
Si y est donnée pac une équation de la for-me 

y = Z^ Xf{y) 

et si u=s f(;y), /"et cp étant des fonctions quelconques, w peut 
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être développé suivant les puissances de x par la forinule 



X rf.j[v(2)]*mi*' 



Si /"(y) se réduit à y, /"(z) = z , /^ (j?;) = 1 et Ion a 
•^ ^^ 'i dz i.2 rfjz* .i.2.3 ^ ' 

Exemple I. 

Soit lequation 

alogt/ -f-6--y = o, 

et supposons qu'on ait à développer y suivant les puissances 
de a. 

L équation proposée peut s'écrire 

y = 6^-ologt/, 

et en la comparant avec Téquation de départ du théorènne 
de Lagrange, c est-à-dire avec 

on voit que dans rexemple actuel 

z=6, a: = a, î>(y)=logt/, 
f(y) se réduisant d'ailleurs à y. 

Donc (f {z) 5= log J3 = log 6 , 

d,[.{z)^ d.(\o^zf ^ <! 

-^^==_^ = -logz='-^log6, 

d^\_^{z)]' d^.(\o^z)' 31og^ 
__=___«__(-2--lag.) 

3 log 6, , . 
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Substituant ces valeurs de x, z, 9 (z), '1-^^ ^J , etc. dans 

dz 



d. [f[z)y 

la formule ($) on trouve 

.a a* 21og6 a' 31og6 

^ \ ^ i.2 6 i.2.3 6* ^ iOoo;-*-eic. 

Exemple II. 

Soit réquation 

ae^ — by -4- c = , 

y" devant être développé suivant les puissances de- • 

6 
L'équation proposée peut être mise sous la forme 

c a 
^ = 6-^6*'' 
et sa comparaison avec Téquation type 

y = z-^ X^ (y) 

fournit 



^^■^' * = -j;' ?(^) = «*. 



On a du reste f(y) = y". 
Donc , , r 

^^ f{z) = z« = (^ j", d'où /» =nz«- *. 

Il suit de là que 

etc. 
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et, par dérivation , 



djLf{z)fr{z)\ 
cTz 



= ne*'z"-'[2a-+.(«— l)] = ne' [|j ^\^-t-(n—t) 



= «e»'z"-»[3'.«'-t-2.3(n — ■l)z-H{n — !)(»— 2)] 



>« /-\n-S 



3' Q + 2.3 (n— 1)| -H (»— l)(n — 2) 



rf'.([f(-)]Y'W} 

— ^ — ^=ne«'.z'-*[4*z'-»-3.4'(n— l)2'-H3.4(»-i)(» — 2)z 

+ {« - 1 ) (« - 2) (n - 5)] = «e^ Q"~' fi' Q' 

-♦-5.4»(n-l)(^j H.3.4(«_.j)(„_2)| 



(n — d)(« — 2)(« — 3) 



} 



etc. 



En substituant les valeurs de x, de /"(z), de 9 (z) f (z), de 



c/.j[?(z)lY'(z)} 



rfz 



, etc. dans la formule (y), on trouve 



rfrvw.vî 






u 



•" 



.V = 



£ 6 a 

ne -^ ne 

c b 1.2 



1.2.5 L ^'^^ 




[2^.(«-i)] 



3c 



ne 



-4- 2.3 (n — 1)- -4-(n 



i){ 



Tl^f/J^r4.^3.4.(„-,)(£)V5.4(«- 
i. 2.3.4 [_ ^ 'W ^ 



«-2)11 



(tt— l)(/t — 2)(« — 3) 



l)(«-2) -' 



etc. 
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i 

Développer y suivant les puissances ascendantes de — . 

P 

v==: -1 i -h — H -^ -H -: -. -4- etc. . 

-^ p\ p" 1.2/>* i.2.3 p« / 

2. y' — ay -^ h^= 0, 

i 
y suivant les puissances de — • 

a 

b I b^ 6* • 6* 6« \ 

V = — i r -f-5-r-4-12-r-t-55-- -♦- etc. . 

^ a\ a' a* «» a** / 

5. ay" — y -♦- 6 = , 
y suivant les puissances de a. 

y = 6 ri-i-6«-'a -*-2w6"-'— -+-5n(DM~1)6"-'-^ — Hctc.l. 

Dans chacun des exercices précédents, la série est le 
développement de la plus petite racine de Téquation pro- 
posée. (Voir, pour tout ce qui regarde la théorie, les Équa- 
tions numériques de Lagrange et les Mémoires de Ber- 
lin, 1768.) 

4. ay^ — by -i- c ^= 0. 

Posant y'==yi, réquation devient 

c 6 

«yi — à y'yi -^c^o, d'où y, = h- - V^y, 

a a 

et si Ion développe l^t/i en fonction de -» on obtient 

a 

l / — çf _ 1 b^ i.i.5 6* 

^^^yi=;/ = 2^± V ■"« L ~î^ 2*^~i.2.5.4 2*^ 



c' 



i.i. 5.0.5 



1.1 .5.5.5 &" ~| 

"" 1 .2.3.4.5.6 2VâV ""^ J 
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série qui représente les deu;^ r$icines de 1 équation pro- 
posée, le radical \/ étant pris positivement pour Tune, 

négativement pour lautre. 

^- y' — py -^ ? = 0. 

L*équation devient quand on fait y' = j/i 

Vi — Pyi'' H- 9 = oui^j = — qf-*-pyi» 

et en développant y^ suivant les puissances ascendantes 
de jo, on trouve 

L ^(—qY 3M.2.3 (—7)* 

2.1.4 />♦ -1 

-^ ? — etc. , 

3M.2.3.4(-9)s J 



série qui fournit le développement des trois racines de lequa- 
tion proposée , ( — qf admettant les trois valeurs 



-r > ( ^ J 9^et ( ^ J r ' 

6. ay** — fcy H- c = o. 
Soit y" = y,; Téqualion devient 

. - ^ 6 I 
ay, — 6yi" -+- c = ou y, = ^ - y» , 

-i 6 

puis en développant j// en fonction de — » et posant pour 



abréger f — ^j = s, il vient 



-i r 1 6f 3 — « 6%' (3— 'W)I4 — n] ft V T 

-^^ -^ L w c 1.2 n* c* 1.2.3.n' c S 

série qui fournit les valeurs des n racines de Téquation pro- 
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posée en faisant successivement K = 1, 2.3.4 .... n dans 
l'expression 

^cos—^-i/^isin—jV/-- 

et substituant les résultats à e. 

7. a^ sin a — y -^ i =*b o , 

y suivant les puissances de sin a. 

a sin a a* sin* a ^,^, ,, o'sin'a 

y=l-H -Y---^21oga. --j-^-*.y(loga)'j-^-f.etc. 

8. y = e-*- xlogy, 

y en fonction de x. 

ar 2 «* 5 a:'' 4 a;* 

9. at/ -^ y -4- i = 0. 

Développer sin fi j en fonction de a. 

sin 1 1 1 = a H etc. 

V yl 1.2.3 1.2.5.4.5 

10. €^ — y -H 1=0. 

Développer e*. 

/, 3e* 4»e' 5'e* \ 

V 1.2 1.2.3 1.2.3.4 / 
11. y* — ây -4- 1 =0. 

Développement de log y, 

,11 3 4.5 

•o« 5^ = % - ^ - 77^^ - 77^7^ - etc. 

La plus petite des racines de 1 équation proposée pouvant 
être considérée comme égale à 1^ on a 
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Doù 



log 2 = -T i -*. --— — ; H -♦- etc. 1. 

^ 2*1 i.2.2' i.2.3.2* / 

i2. t/*— 3y^6 = o. 
Développement de y". 

^ V5/ L y i.2 3* 1.2.3. o« J 

On a y" = 2", puisque 2 est la plus petite des racines de 
réquation proposée. 

13. y* — y -H i = 0. 

Développenïent de y". 

nin •+• 5) n(n -4- 7) (n •+- 8) 

^ i.2 i.2.3 

n (w -+- 9) (n -*- iO) (n -♦- H) 

-+- — ^^ ^-^ ^-^^ -4- etc. 

i.2. 3. 4 

14. ay* — by'^c=Oy 

somme des n*"*" puissances négatives des racines. 

Lagrange a démontré que, y étant fournie par I équa- 
tion y =z H- x(f (y) et — par le théorème, Tensemble des 

termes de la série contenant les puissances négatives de z 
est la somme des n*"*" puissances négatives de lequation. 
Si donc a et (3 représentent les racines de lequation pro- 
posée, on trouve facilement 

1 1 (f^Yr ^^^ n(n— 3)a*/cY 

_^n(.-4)(n-^5)^/cy;^ 1 
1.2.3. 6' \6/ J' 

en ne prenant de la série que les termes qui renferment des 

puissances positives de — ou, ce qui revient au même, des 
puissances négatives de y 
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I 

Le développement tout entier de — serait celui de la plus 

y" 

petite racine de Téquation. 

i 5. ay*" — 6y -I- c = 0. 

En représentant par 2 (pr ") la somme des n*"" puissances 
des racines inverses, on trouve 

2(«-)=(-) [^i-n(-) --. ^^ > [-) , - 

en ne prenant de la série que les termes qui renferment 

des puissances positives de — • 

^ i 

Si dans Téquation proposée on changeait y en — et qu on 

y 

cherchât la somme des n*"*" puissances des racines inverses 
de lequation transformée, cette somme serait celle des 
n*"" puissances des racines de l'équation primitive. 

16. t/ = < + e sin i<. 

Développer u et sin u en fonction de e. 
On trouve 

c c* 5 c* 

u=t -^ sint , — -^ sîn^t .- — h- -(ôsino* — sinO 

1 1.2 4^ '1.2.3 



c* 



-4- (8 sin it — 4 sin 2f) -f- etc. 

1.2. 5. 4 

et 

sin 2t 6 5 sin 3C — sin t e* 



sm t/ = sm f 



2 4 4 1.2 



e' 



-f- (2 sin U — sin 2f) h etc. 

^ M. 2. 3 

L'équation proposée est celle du problème de Kepler, 
célèbre en astronomie : t désigne le temps ou une quantité 
qui lui est proportionnelle; e représente rexcentricité de 
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lorbile elliptique d'une planète et u Tanomalie excentrique. 
17. y = ^ . 

Développer y suivant les puissances ascendantes de e. 

En considérant =: comme Tune des racines 

1 -4- i/l— c* 

d'une équation du deuxième degré, dont lautre serait 

, réquation elle-même serait 



l_V^j__^î 



2 

e 



et, de là, par le procédé ordinaire, 

i 

^8. Développer — suivant les puissances as- 

cendantes de x. 

Posant l/l - 2*z -4- ar« = 1 — xy, 

on tire de celte égalité 

1 dy^ 



Vi — 2arz-4.x* ^^ 
et 1 

La comparaison de celte dernière équation avec Téqua - 
tion type donne 

D'autre part, la formule (S) fournit par dérivation 

dy d.f{z)x d^^?(z)V x* cP.U(z)T x' 

dz dz \ rfz* i .2 dz"" i.2.5 



Donc 



i X dJz'-^i) x^ rf*(««— 1) 

^=i -i ^-— — "^ ' . . i-etc. 



|/i _ ^xz -♦- x^ ^-2 dz 1.2.2' dz^ 



y 
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CHAPITRE VIL 

CHANGEMENT DE VARIABLES. 



Premier ca«. 

Une seule variable indépendante» 



Soit 



/, dy dhj (Py \ 



une expression contenant une fonction y de la variable indé- 
pendante X et les dérivées successives de y par rapport à x. 
S'il s agit de chercher <;e que devient Fexpression (a) 
quand la variable indépendante est y, on y fera 

iPx /rf»x\' dx d^x 



fd^x' 



^^^ dx rfx' dx' ldx\^' dx"" fd^Y ' ^^'^' 

dy \dyl \dyl 

Si l'on veut savoir ce que devient (a) quand la variable 
indépendante est t au lieu dé x, les variables x et t étant 
liées par lequation 

y(x,t) = o, 
dans les formules 



dy dx d^y dy d^x 

dy _dt d^y ^ dt dl' dt di' 
dx dx dx* 

dt 



iî) 



' (2)^ dx Idx d'y dy d^x\ cPx Idx d^y dy d^x\ 

d'^y It [it d^'^irtdt^l "" l^Kdt'dF^'di'dF) 
dx^ "" (dxV 

\dil 

etc. 



V 
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dx cPx cPjc 
on remplacera —-, — -, — -, etc. par leurs valeurs tirées de 
^ dt dl^ dt^ ^ 

1 équation de liaison, puis, dans (a), on portera les expres- 

, , dy cPy d^y ... 

sions qui en résulteront pour-r,— ^.,— ^-, etc., ainsi que la 

dx dx^ dx^ 

valeur de x en t fournie par Téquation ç = o. 

Enfin, si Ion désire connaître ce que devient (a) quand y 
et X sont remplacés par u et t, les quatre variables ét^înt 
liées par les équations. 

dx du VbX dPii 

on remplacera dans les formules (2) — , — , — ,— ^, etc. 
* ^ ^ dt dt de di? 

par leurs valeurs obtenues en dérivant les équations de 
liaison par rapport à t, puis, dans (a), on portera les expres- 

j ^y ^*y ^y . ' ' ni ^ 

sionsde -^y v^» -—' etc., ainsi que celles de x et y en lonc- 
dx dx} dx^ 

tion de w et ?, fournies par la résolution des équations 

Exemple I. 



^y (dyV (dy\' 



Que devient cette équation quand la variable indépen- 
dante est y ? 

En faisant usage des formules de transformation (1), on a 

éPx 

dy* i 1 ^ 

\dy) [dyJ idyj 

ou, en changeant les signes et chassant les dénominateurs, 

d^x dx 

di/ dy ^ 
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Exemple il. 

rfx' dx* ^ ' dx ^ 

Changer la variable indépendante x an ty sachant que 

t = log X. 

De 1 équation de liaison on tire, en remarquant quex=6^, 

dx «Px iPx 
dt'^dF~ rfl* "■ ^ * 

Substituant les valeurs de ces dérivées dans les formu- 
les (2), on obtient 

dy dy 

dx dt 



dPy 
dx* 



\d(* dtl 

et , en remplaçant x et les dérivées précédentes par leurs 
valeurs dans Téquation proposée , 

dl^ dt dt* dt* dt ^ ^ dt ^ 

d?y dy 
df dt ^ 



Exemple III. 

dy 

{x-\-y — 6) -^ H- (x -4- y -4- 6) = 0. 

Que devient cette équation quand les variables sont u 
et tf sachant que 

Xr=r u -t- f, 

y = u — t? 6 



i 
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Les équations de liaison donnent 

dx du 

dt dt 
dy du 

dt^ dt^ 
Subslituanl dans la première des formules (2) , on trouve 

du 

dy dt 

dx du 
dt 
Les équations de liaison fournissent encore a; H- y = 2w, 
x—y=^^t. 

Remplaçant a: H- y, x—y et -^ par les valeurs trouvées, 

réquation primitive devient 

du 
,'dt'^ 

~ -t- 1 
dt 



ou 



du 
dt 



B»9ti*eie99, 



1 . L'expression du rayon de courburedes courbes planes, 
quand x est la variable indépendante, est 



[' - (D? 



dx* 
Que devient-elle quand y est la variable indépendante? 



On trouve 



[' - ©î 
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MS-s)(ir-Ê)"('i--)=»- 

Que devient cette équation quand la variable indépen- 
dante est j/? 
Elle devient «Px , d^x IdxV 

3. (i— «)»-^-»-2o(l-+- ar) = o. 

dX 

Changer x en ty sachant que t = , 



On trouve dy 

-~- -^ ai == 0. 
di 



4. (1 -4- X*) X ^, — -^^ (l — x^y Vi H- xM — x^y* = o. 
^ ^ dx* dx ^ ^ / ^ 

Prendre f pour variable indépendante, sachant que 



«=1/1-4- or*. 

On obtient d^y dy 

M.-.Y(ê)'-(-'^IS-(|)'-=«- 

Prendre i pour variable indépendante, sachant que 
X :aa=ï sin^ 
Le résultat'est 

Prendre t pour variable indépendante, sachant que 

e*' — 1 

x= • 

e«-4- I 

On trouve cPy 
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i dy (Py 

X dx dx* 
Prendre t pour variable indépendante, sachant que 

x^ = 4f . 

Le résultat est 

dy d*v 

•^ dt di^ 

(Fourier, Traité de la clialevr.^ 
dy 



8. 



dy 



Que devient celle expression quand les variables sont 
r et ty sachant que 

x=rcosf, y = rsinf? 

Elle devient ^ 

dr 

7t 



hcirl 



9 - 

dx'' 
Changer de variables sachant que ac = r cos M/ = r sin t. 
On obtient, pour l'expression du rayon de courbure en 
coordonnées polaires, 



Hf]' 



cPr 

r • — 



10. 



dx* 



h(l)î 
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Transformer cette expression en une autre dans laquelle 
la variable indépendante soit s, sachant que 



\dxl \dxl 



On obtient, en faisant usage des formules (2), 

d^y dx d^x dy 
ds* ds ds^ ds 

1 1 . [(x - y) Vl^~^* H- (X - yf - 21/'] ■ j^ 

-f- (x H- y) V x^ — t/* -+- x' -t- ?/' = 0. 

Changer les variables j/ et x en w et ^, sachant que 

X = M* -4- (', 
y = 2wf. 
Le résultat est 

du 

(U -4- «)*— -4- (W — ty=0. 
Ht 



^^•^^ê-^(l)'-^^ = "- 



Changer les variables y et x en w et t, sachant que 



X = c', 



On trouve f/*w rfe« 

Hê '^~dt 



-+- e'*'^* = o. 



Second eas. 

Plusieurs variables indépetidantes. 

Soit lexpression 

/ dz dz d*z d^z d*z \ ^ 

\ ' ' ^ dx^ dy^ dx^^ dxdy\hf / ' ' 

renfermant les dérivées partielles des divers ordres de la 
fonction z par rapport aux variables indépendantes x et ?/ et 
les variables elles-mêmes. 

Pour savoir ce que devient cette expression quand x et y 
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sont remplacés par une autre variable t, liée à x et y par 
réquation 

on substituera aux dérivées partielles que ((3) renferme leurs 
valeurs déterminées par les formules 



(3). 



dz 

dx 


dz 
dt 


dt 
dx 




dz 

dy 


dz 
dt 


dt 




d^z 
dx* 


d*z 
ttC 


©' 


dz d^t 
dt dx* 



etc., 

après toutefois que, dans celles-ci, on aura remplacé — , — , 

dh , . V ^^ ^y 

— » etc. par les expressions que 1 on trouve pour ces quan- 

tités en dérivant Téquation de liaison. — La question n'est 
susceptible de solution que si, en vertu de Téquation de 
liaison , l'expression finale peut être débarassée de x et de y. 
Pour trouver ce que devient l'expression (P) quand les 
variables indépendantes x et y sont remplacées par deux 
autres variables indépendantes t et r, liées aux premières 
par les équations 

fi(x,y,v,<) = o, 

dans les formules 



(4). 



f dz 


dz dv 


dz dt 


\ dx 


dv dx 


dt dx 


\ dz 


dz dv 


dz dt 


1 dy^ 


dv dy 


dt dy 


\ etc., 







. dv dt dv dt , , 

on remplacera — . t-» t' T"' ^^^v par leurs valeurs tirées 

dx dx dy dy 






\ i 
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des équations de liaison, puis, dans (|3), on portera les ex- 

dz d'Z 
pressions qui en résulteront pour — ,— , etc., ainsi que les 

dx dy 

valeurs de x çt y en fonction de v et de f fournies par la 
résolution des équations 9^ =s o , 9, = o. 

Remarque. — Si les équations de liaison fournissent 
dire<^tement ou aisément x et y en fonction de t; et f , on 
partira des formules 

dz dz dx dz dy 

dv dx dv dy dv ' 

(5) . . . . / rfz dz dx dz dy 

dt dx dt dy dt 
etc. 

^ _ dx dy dx dy ,1 

On y remplacera -7- ♦ -r- ' -T-'-r» etc. par leurs valeurs don- 
^ ^ dv dv dt dt ^ 

nées par la dérivation des équations de liaison, puis on en 

tirera les expressions de--? -r->etc. Le problème s'achè- 

dx dy ' 

vera comme précédemment. 

Enfin, si l'on désire connaître ce que dovienj^ Texpres- 
sion ((3) quand x, y cih fonction z elle-même sont rem- 
placées respectivement par f, t; et w, variables liées aux 
premières par les équations 

fi{z,y,x^u,v,t)=.o, 

fz{z,y,x,u,v, t)^o\ 
dans les formules 



(6) 



du du dv 
dx dv dx 


du dt 
dt dx 


du du dv 
dy dv dy 


du dt 
dt dy 



etc., 
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, du dv dt du dv dt , 

on remplacera -t-»-/-» -7"*"r*' — 'T"» ^^^' P^** leurs va- 

dx dx dx dy dy dy 

leurs tirées des équations de liaison, puis, des équations 

, - . , , ^ dz dz d^z 

résultantes, on tirera les expressions de — -, — , — , etc. 

dx dy aar 

Restera à substituer dans ((3) les valeurs de ces dérivées 
et celles de x, j/, z en fonction de w, v^t fournies par la 
résolution des équations (pi==o,(pi = o,(p3 = o. 

Remarque. — Si les équations de liaison fournissent 
directement ou aisément ac, y et z en fonction de t«, v, ^, 
on partira des formules 



(7) 





dz dx dz dy 
dx dv dy dv 


dz 
dt 


dz dx dz dy 
dx dt du dt 



etc., 

et Ion suivra une marche analogue à la précédente. Il 

Si une expression renfermait trois variables indépen- 
dantes , questions et solutions semblables. 

Exemple I. 

d^z d?z 

Que devient cette équation quand x et t/ sont remplacés 
par r, sachant que 

x' -+- y* = r*? 

On a, formules (1) dans lesquelles f est remplacé par r, 

dz dz dr 

dx dr dx 

dz dz dr 

dy dr dy 






I 
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et, en dérivant lequation de liaison, 

dr ., , dr x 
x=r-7-5 dou --- = — 1 
dx dx r 

dr ,, . dr y 
y = r---» dou -—-=--. 
dy dy r. 

Substituant ces valeurs de — et de —- dans les expres- 

. ^ dz \ dz ., . ^^ ^y 

sions de — et de-— , il vient 
dx dy 

dz dz X 



■ dx dr r 




■ dz dz y 

^K ^mmmmim ^^^^ ^^.^-^ ^^m • 

■1 dy dr r 




1! Dérivant de nouveau , on a 




Il d^z d?z dr X dz i 
Il • dx* dr'^ dx r dr r 


dz dr X 
dr dx r* 


■. f d*z d^z dr y dz i 
W dy* dr* dy r ^ dr r 


dz dr y 
dr dy r* 


Ou bien 




d^z d^z X* dz /l 
dx* dr*r* dr\r 


x*\ 


d^z d^z 7* dz /i 
dy*^ dr*î^^ dr\r 


-9- 



Substituant ces valeurs dans Féquation proposée, elle 
devient 

d*z / x* -t- y* \ (h /2 X* -4- f/* \ 
dï^ l ï^*~/ "^ dr \7 ~J ' 



ou 



d^ 
dr* 



idz 

-— =0. 
rdr 



On rencontre cette équation dans la recherche du mou- 
vement des fluides. 



J 



90 EXERCICES MÉTHODIQUES 

exemple II. 

^ dz dz 

dy ' dx 

Que devient cette expression quand on remplace y et x 
par r et ty sachant que 

x = rcosf, 
jy = r sinf? 

On a, formules (5) dans lesquelles r est remplacé par r, 

dz dz dx dz dy 
dr dx dr dy dr 
dz dz dx dzdy 



dt dx dt dy dt 
La dérivation des équations de liaison donne d^autre part 

dx dy 

---==COS«, -—rssrsm^, 

dr dr 

dx . dy 

-— == — rsm t. -7- a= r ces t. 

dt dt 

Substituant les valeurs de ces dérivées dans lès équa- 
tions précédentes , il vient 

dz dz dz . 

r- = — cos f H- --- sm I , 
dr aof dy 

dz dz . dz 

— -5=^ -. rsm^ -+- -rrreos^ 

dt dx dy 

Éliminant tour à tour — et -— entre ces équations , on 

dy dx 

obtient 

dz dz dz sin t 

dx dr dt r 

dz dz , dz cost . 

—- = --- sm e -f- 

dy dr dt r 
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Par substitution , Texprcssion proposée devient donc 

Idz , dz cos i\ fdz dz sin i\ 

rcost —-sin «-+--; —rsint I-— cos< ; 1 > 

\dr ai r I \dr dt r I 

dz 
ou, après réduction, — • 

dt 

Cette transformation se rencontre dans la théorie des pla- 
nètes. 

Exemple III. 



x' \dxl y* \dyl 



Que devient cette é(|uation quand les variables z^y ci x 
sont remplacées respectivement par u^veit, sachant que 

w = ap« H- y* , 

loC ~ f =tr Z ? 

On a, formulés (6), 

du du dv du dt 

dx dv dx dt dçc 

du du dv du dt 

dy dv dy dt dy 

En dérivant les équations de liaison par rapport à x 
d abord , à y ensuite , on trouve 

du dv dt dz 

dx dx dx dx 

du dv dt dz 

— = 2y , — = — 2y , — =» 2fi* — • 
dy dy dy dy 

Substituant les valeurs de ces dérivées dans les deux 
équations précédentes , il vient 

du dz du 

dv dx dt ' 

du dz du 

"^ "^ dv dy dt 
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dz 


xfl 


dH\ 

"*" dvi 


dz 


»(■ 


du\ 






dx 


c' 


du ' 


dy 


e' 


du 
Jt 



d" dz 

Portant ces valeurs de --^ et de -7- dans 1 équation pro- 

dx dy 

posée, elle devient 

, / duY , / duY 

H ; e* = 0, 






'■ -© 



1 
ou encore, puisque e* == — ^ en vertu de la troisième équa- 
tion de liaison , 

idu\^ l^ fdu\^ 



fauy r fany 



Remarque. — Il y a souvent avantage à ne remplacer 
les variables par leurs valeurs en fonction des nouvelles . 
que dans Téquation finale. 



Kœ^ireiemm, 



1. f^v + /^\'. 

\dx] \dyl 



Que devient cette expression quand x et y sont rempla- 
cés par ty sachant que 



V/x'-+-y* = log«? 



On trouve 



'©■■ 
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<Pz (Pz 
dx* di/ 

Que devient cette expression quand ac et y sont rempla- 
cés par t, sachant que 

«* — y« = e"? 
L'expression devient 1 ^z 

,d^z ^ ^ d^z , cPjz: ^ dz _dz 

^ dx^ ^ dxdy ^ dy* ^ dx dtj 

Que devient cette équation quand x et y sont rempla- 
cés par t, sachant que 



l/x* -+- y' = t1 

On obtient cPz i dz 

dt^~^l dt'~ ' 

dz dz 

4. X - — H y —- • 
dx dy 

Que devient cette expression quand x et y sont rempla- 
cés par t et r, sachant que 

X = r cos t , 
y = rsin<? 

Le résultat est dr 

dt 
d^z d^z 

dx* dy'^ 

Que devient celte équation quand x et y sont rempla- 
cés par t et r sachant que 

X = 7'C0Sf, 

y = rslnlt 

On trouve rf^z 1 rf'jr i dz 

dr* r* dr r dr 
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1 F/rfjsx* dz dz^ 1 r fdz\^ dz dz'] 

6. y (— —a:^ ( — )• =^ — 1=0. 

[_\dy] dx dy \ \\dxl dy dx \ 

Que devient celte équation quand x et y sont remplacés 
par ^ et V, sachant que 

a: = (<« H- v')*, 

Le résultat est . idz\ , fdz\ 

Que devient cette expression quand y et x sont rempla- 
cés par t; et /, sachant que 

x = e*+S 

Elle devient d^ d^ 

d^^' df' 
d^u dSi d^u 

dx* dy' dz* 

Que devient cette équation quand x, y, jj sont rempla- 
cés par r, sachant que 

X* -+- y' -+- z* = r* ? 
On trouve d*M 2 dw 

rfr* rdr 



/ dz\ dz I dz\ dz 
\ dx) dy \ dyj dx 

Que devient cette expression quand s^y eix sont rem- 
placés par u^ r et ^, sachant que 



u = log V^x* -4- y', 
V =5= arc tangz, 
( =x -f- y -+- z? 
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Le résultât est , / . du duy 



(, du du\ 
cos'v -; h -7- • 
dv dt I 



iPu rf*w cPm 
.' c/x' dy* dj2* 

Que devient cette équation quand les variables indépen- 
dantes Xy y, z sont reniplacfêes pèf tj f, 9, sachant que 

x = r cost , 
y = r sin f sin î> , 
z ==r8in< cos^? 

Soit posé p r= r sinfy p étant une variable auxiliaire. 

On aura < et < 

^ z = p ces ,? , ( X = r ces /. 

et, d'après le résultat de Texercice 5, 

cPm cPu cPti 1 rf*u 1 dw 

cPw cPm cPw 1 ePw i du 
d^^'^'d^^di^'^ 7'dF'^l^d^ * ' ^'^^' 

D'autre part, en suivant le procédé ordinaire (voir Texem^ 
pie II), on trouve 

\ du i du cos i du 

p dp ' r dr r^ dt ^ 

Additionnant les équations (1), (2) et (3), il vient 

(Pu cPu (Pu 'd^u i d^u i d^u ^ du cos t du 
l^'^lp'^d^^di^^?lF'^Jd^^'^7d?'^ll^dt' 

Substituant à p sa valeur, on trouve enfin pour ce que 
devient Téquation proposée 

d'.{«r) 1 d'u i '^- {''"''£) 

f ^ -f. — — . ^ l s=0. 

df* sin* t d^^ sin t dt 
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Cette équation, due à Laplace, est importante en phy- 
sique mathématique. 



CHAPITRE VIII. 



ÉLIMINATION DES CONSTANTES ET DES FONCTIONS. 



Soit réquation F(x,y,a)==o (1), 

renfermant la constante a. 

Pour obtenir une équation diiFérenlielle qui ne contienne 
plus la constante, on dérive Téquation (1), puis on élimine 
a entre cette dérivée du premier ordre et Téquation pro- 
posée. 

Si réquation est de la forme 

F(x,y,a,6) = o (2), 

cVst-à-dire renferme deux constantes a et 6, on en cherche 
les dérivées première et deuxième, puis, entre ces dérivées 
et l'équation (2) , on élimine a et 6. 
Et ainsi de suite. 



Soit réquation F[x,y, 5:,î>(m)]^o (3), 

9 désignant une fonction arbitraire de u , et ti une fonction 
déterminée de x, j^, «. 

Pour obtenir une équation aux dérivées partielles qui 
ne renferme plus la fonction arbitraire, on dérive réqua- 
tion (3) par rapport à x et à y tour à tour, puis, entre ces 
dérivées et 1 équation primitive, on élimine 9(w) et 9'(^)- 

Si réquation renferme deux fonctions arbitraires de u et 
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de t?, t« et t? désignant des fonctions déterminées des varia- 
bles, c est-a-dire si I équation est de la forme 

¥[x,y,z,f{u),^(v)] = o .... (4), 

on en cherche les dérivées partielles des deux premiers 
ordres, puis, entre ces dérivées et I équation (4), on éli- 
mine ç (w), \p (v), (f\u)y yij (v) y Qf" (u) et \Ij"(v). 
Et ainsi de suite. 



Exemple I, 

i 
I 



Eliminer a et 6 de l'équation de la sphère 

(X _ «)« -»- (y _ 6)* = U« (1). 

Les dérivées première et deuxième de lequation sont 

(i-a)H-(y-6)^=o (2), 

De (3), on lire /rfy\* 

.^ \dxl 

y ^ 

et, par substitution de cette valeur de j/ — 6 dans (2), 



X — a = 



dy 



â^y dx 

Substituant dans (1) les valeurs de x — a et de y — 6, 
on trouve facilement 



[' - ©■]' 



= R. 
<Py 
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C'est l'expression du rayon de courbure des courbes 
planes. 

Exemple II. 

t 

Eliminer cp de réquation 

y — wji 5= y (x — mz). 

Les dérivées partielles de lequation par rapport à x et 
à y y sont 

— n -7- = © (x — mz) \\ — wi -7- h 
«or \ dxl 

dz , ^ dz 

\ — n--- = — © (x — mz) m — • 

^y ^y 

Divisant ces deux équations, membre à membre, on 
obtient après réductions 

dz dz 

m- — h n — = i. 
dx dy 

C'est réquation différentielle des surfaces cylindriques. 

Bxemple ili. 

Eliminer 9 et U/ de lequation 

z=^Xf (z) ^ yp (z). 



On a 



ou bien 



dz ,, V '^^ , V ^'^ 

-=,{z)-^xy(z)-H-y*(^)^' 
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Divisant ces deux équations, membre à membre, il vient 

dz 

dx fp (z) 
dz ^(z) 
dy 

Posant^ c= F (z), 

dz 

dz 

DifTérentiant de nouveau, tour à tour par rapport à x et à 

t/, on obtient 

dz d?z dz d^z „, , , dz IdzV 

dy dx* dx dydx dx \dyl 

dz d^z dz(Pz ^,^ ^ (dzY 

dy dxdy dx dy* \dyl 

Multipliant respectivenjent ces équations par — et — , 

dy dx 

puis soustrayant, 

IdzV d^z dz dz d^z IdzV (JPz 

Vdyl dx* dx dy dxdy \dxl dy* ' 

équation différentielle des surfaces gauches à plan directeur. 
Nota. — Généralement, pour abréger, on pose 

dz dz d*z d^z d^z . 

dx dy dx* ' dxdy ' rfy* 

En faisant usage de cette notation, les résultats des deux 
derniers exemples sont 

mp -+- nq= i , 
q*r — ^pq& -+- pH = o. 

1. Éliminer a de Téquation 

m 

y = ax -\ • 

•^ a 
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On trouve 

2. Eliminer a de Téquation 

X 

L'élimination fournit 

dy 

3. Eliminer «i, a^, Oj... a„ de Téqualion 

Le résultat est 

dy X* cPy or* d^y x" rf^y 

^^ dx \ .2 rfx* 1 .2.3 dx^^ ""' \ .2.5 ...ii r/x" 

4. Eliminer a, 6 et c de lëquation 

« == ox -♦- 6y H- c , 

j/ étant fonction de x. 

On trouve 

rf'y d^z d^z d^y 

d^'l?"!?!^''^^' 

équation de condition pour qu'une courbe à double cour- 
bure soit plane. 

5. Eliminer a de Téquation 

{am -+- n) (x* — ay^ = ak*. 
On trouve 

nxy I ~ 1 -H (mx* — ny' — /:•) -^ mxy = o. 

6. Éliminer a et 6 de Téquation 

y^=:a (6* — X»). 



L élimination donne 









. . ^ * 
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7. Eliminer les fonctions logarithmique et circulaire de 

réquation 

y = sin log (x). 

On obtient 

rf*i/ rff/ 

dx* dx -^ 

8. Eliminer les quantités exponentielles de rér|ualion 

Multipliant haut et bas par e* et tirant dp Téquation ré- 
sultante la valeur de e% puis celle de 2jc en passant aux 
logarithmes, on arrive à une équation qui , dérivée, fournit 

d%i 

9. Eliminer les fonctions exponentielle et circulaire de 

réquation 

xj = ae** sin wx. . 

L'élimination faite, on a 

dx* dx ^ ^^ 

10. Eliminer a, 6, c, e et la fonction circulaire de l'équa- 
tion 

y = ae* -♦- be~' -♦- c sin (x -i- m). 

En dérivant quatre fois successivement, on troyve 

d'y 

1 1 . Eliminer cp de Téquation 

y-b 



-'(H) 



« — C 

On obtient 

p(x— a)-+-7{y — 6) = z — c, 

équation différentielle des surfaces coniques. 
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12. Eliminer cp de réquation 

Le résultat, équation différentielle des surfaces de révo- 
lution, est 

pij — qx = 0. 

13. Éliminer ç de Téqualion 

L'élimination fournit 

2xy_-^(x'H-y«)- = o. 

14. Éliminer <p de Téquation 

^ = A' • 

\x — mzl 
On trouve 

p{x — mz) -^ q(y — nz) = o , 

équation différentielle des surfaces conoïdes. 

15. Éliminer cp de Téquation 

i 

z = -• 

y (x zfc ay) 

On trouve 

dz dz 

dy dx 

16. Éfiminer cp de Téquation 

L'élimination donne 

dz dz 

dy dx ^ 

17. Eliminer cp et ^j de Téquation 

^(x — ay) 



z' 
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On obtient 

if -4- r( — a* (/>' -♦- rz) = o. 

18. Eliminer (pi, cp^, cp, de I équation 

n = y, {x' - tf) f,(y' - r«) ^«(«^ - oc'). 

Le résultât de Télimination est 

du du du 

yz - — H zx ■; — K xw -r- =^ 0. 
^ dx dy -^ dz 

19. Eliminer cp et ;// de Téquation 

jc = y (^ H- ay) -i- ^(a: — ay). 
On trouve 

d^z ^ dfz _^ 

20. Eliminer 9 et 4^ de Téquation 



= x",g)-.y",g) 



Il vient 

rfz rfz 

X -r- -^ y —- = nz. 
ax ay 

C est 1 équation différentielle des fonctions homogènes 
du n*"" degré. 

21. Eliminer 9 et ;// de réquation 

z^Xf {xy) ^ y^ (xy). ^ 

On trouve 

('î/' -*- r'x* — 2sxt/ -^ qy -^ px =^ z, 

22. Éliminer 9 et •J' de Téqualion 

z = f {ay -*- 6x) ^ {ay — 6x). 
Prenant les logarithmes , il vient 

logz =±»= log f {ay -H 6x) -♦- log ^ {ay — 6x). 
Les fonctions 9 et -^P étant arbitraires, leurs logarithmes 
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le sont aussi; on peut donc poser ^ F et /* représentant des 
fonctions arbitraires , 

log <f {ay -+- 6x) = F (ay -+- 6x) , 

log ^ {ay — bx) = f[ay — hx). 
Doù 

log 2 = F(aiy -4- hx) -4- f'(ay — bx). 

Éliminant F et /) on obtient 

23. Éliminer 9, ;/^ et % de Téquation 

^fW -*- y^^ W •+- «%(w) = 1, 

sachant que n est une fonction àt x^y, z donnée par Té- 

quation 

x<^'(u) -+- y^'iu) H- zx(u) = 0. 

On obtient 
équation des surfaces développables. 



CHAPITRE IX. 

DÉTERMINATION DES FONCTIONS QUl^ POUR CERTAINES VALEtJRS 
DE LA VARIABLE, DEVIENNENT INDÉTERMINÉES. 



F(x) 
Soit -rrr-^ une fraction dont les termes sont des fonctions 

de X. 

Quand, pour .x = Xo , cette fraction devient - ou -^ , sa vraie 

F7x ) ^ 

valeur est „/. ^[ ; c'est-à-dire le quotient des dérivées des 

deux fonctions, après que dans ce quotient on a remplacé 
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X par Xo* Si F' (x») et f (x„) sont nulles ou infinies , la vraie 

valeur est ,.,,) \ ; si F'\xo) et r'(Xo) sont encore nulles ou 

/ K) ¥'"(x) 

infimes, cette valeur est ,.„, \ "{ , et ainsi de suite. 

La méthode est en défaut quand, pour x = Xo, toutes 
les dérivées de F (x) et de f(x) deviennent nulles ou infi- 
nies. Dans ce cas d'exception, après avoir remplacé x par 

F(x) 
Xo -h h dans la fraction -—^ , on développe haut et bas, puis, 

dans le quotient simplifié, on fait h = o. Le résultat est la 
valeur cherchée. 

D'autres systèmes de fonctions se présentant sous d'au- 
tres formes indéterminées, pour certaines valeurs de la 
variable qu'elles renferment, peuvent s'écrire de manière 
que, pour x = Xo, ils soient ramenés à l'une des formes 

-,^ . La vraie valeur se détermine alors de la même ma- 

nière. 

Ainsi , soit F (x). f(x) un système tel que, pour x = Xo, 
F (x) devienne infinie et /"(x) nulle, ce qui donne un pro- 
duit de la forme oo X o. On a 

F (X). / (x) =— — , 



f{x) F(x) 
et ces -deux dernières formes du produit proposé deviennent 



^ et — quand x = Xo. Donc détermination de la vraie va- 



00 



o 



leur comme précédemment. 

Ainsi encore, soit F(x) — f(x) une expression qui, 
pour x = x,, donne oo — oo , Posant 



F. (x) " ' f\ (x) 
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Fi(x) et f^{x) étant des fonctions qui deviennent nulles 

pour x = a*«, on a 

. V > ^ /;(a:) — F.(x) 

^ ^ ' ^ ^ ¥,(x) /; (X) F, (X) /; (x) 



et l'expression finale devient - pour x = x». 

Enfin , quand une expression de la forme F (x/ ^'^ de- 
vient 0% 00% 1* , etc., pour certaine valeur de x, il suffit de 
prendre le logarithme de l'expression et d'en chercher la 
vraie valeur v; e' sera celle de F(xy^'^ 

Exemple I. 

Soit la fraction 

X**— 8x^ -♦- 2î2x» — 24x H- 9 



X* — 4x* — î2x' -+- 12x ■+- 9 

qui, pour x = 3, devient-. 

La dérivée du numérateur sur celle du dénominateur est 

4x' — 24x* -f- 44x — 24 

J IM * . ■■ — ' - - ■ - -— ■ ■ 

4x' — 12x*— 4x H- 12 

ou 

x' — 6x^ -H i i X — 6 
x' — 3x* — X -4- 3 

et ce quotient devient encore - pour x = S. 

Dérivant de nouveau haut et bas, on obtient 

3x^ — i2x-4- 11 
5x* — 6x~1 

quotient qui, pour x = 3, devient-. C'est la vraie valeur 
de la fraction proposée pour x = 3. 

Exemple II. 

Supposons que l'on demande la vraie valeur de ^,- 

pour x= a, sachant d'ailleurs que m et n sont des nom- 
bres entiers positifs et m < n. 
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11 est facile de voir que, pour x = «, la fraction pro- 
posée devient - et les rapports des dérivées des deux termes 

tous infinis. Posant donc x = a -+- A dans la fraction, elle 
devient 

A"» A*" h 



tM» 



[^a-^hf — a^y h^{^aA-hf (2a + A)* 

et, pour A = o, donne o. La vraie valeur de la fraction pro- 
posée, pour xrs a, est donc nulle. 

Exemple III. 

Soit à chercher la vraie valeur de (- — x) tangx, pour 



a; = — ' 

9 



Pour cette valeur particulière de x, l'expression pro- 
posée devient o x oo ; mais en l'écrivant sous la forme 



X X 

2 2 



i cotgx 



tangx 



elle devient — pour la même valeur particulière. 
Le quotient des dérivées des deux termes est 

= sin*x = l5 quand X = — • 



i -2 



sin*x 



La vraie valeur cherchée est donc 1 . 
Si Ion avait écrit l'expression sous la forme 

tangx 



TT 

•X 



2 
elle fut devenue - - pour x = - j 
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et le rapport des dérivées des deux termes eut été 

cos'x \2 / TT 

: = 1 ==-, pourx = — . 

1 cos*x 2 



il-')' 



TT 

jr 

Or, la vraie valeur de , fraction qui, pour jc=— , de- 

^ cosa: 2 

vient aussi ->est égale au rapport des dérivées des deux ter- 
mes de dans lequel on aurait remplacé x par-» e'est- 

sinx 2 

à-dire à 

i 
= 1. 

. »• 
sin - 

2 

X X 

2 2 

Donc la vraie valeur de X = 1 X i == ^. 

cosx cosx 



Exemple IT. 

Vraie valeur de (1 -f- mx)' pour x = o, 

•> 

(i -f- mx)' devient, pour x = o , i". 

Mais , , . i log (1 -f- mx) 
log (i -4- mxf = 1 

X 

expression qui, pour x=:0, donne - • 

Le quotient des dérivées des deux termes de la dernière 

fraction est d'ailleurs et devient m pour x =s o. 

i H- mx 

Donc la vraie valeur de log (1 -♦- mxf = m. 
Et, par suite, celle de (i 4- mx)*=e'". 
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x^ — 5x* -f- 7a: — 3 

-z ;;» pOUPX = 3. 

or — ar — 5" * 



ox 



La vraie valeur est-- 



2- ^ ;— -— , pour X = 2a. 

x^ — 5a'x — 2a' 

La vraie valeur est — • 

9 

1 -+- sin a: — cos x 

3. T" ,pourx = o. 

1 -*- sm px — cos px 

La- vraie valeur est— • 

P 

sin oc — cos X n 

4- -7— r -,poupa: = — • 

sin 2a: — cos 2a: —- 1 4 

La vraie valeur est-l/2. 

2 

^. i — 6x» H- 5x* 4 

i — 4x' — 5a:* 1/77 



k^5 



2 
La vraie valeur est — • 

3 



cotg X -*- cosec X — 4 tt 

C. — -5pourx = — 

cotg X — cosec X -^ i 2 

La vraie valeur est 1 . 

tang X — sin X 

7. 7-= , pour X = 0. 

sin' X 

La vraie valeur est - • 

_ ^ 

a S/ax — X* 

8* . pour or = a. 

a — V^ax 

La vraie valeur est 3a. 
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|/a* -♦- ax -*- X* — V^a* — ax -*- x* 
9. z=z: ■ , pour x = o. 

]/a -H X — V^a — X 
La vraie valeur est l/a. 

jO. ,pourx = 1. 

logx 

La vraie valeur est log a — 1 . 

arc cos (1 — x) 
1 1 . z==i= — 5 pour X = 0. 

l/2x — X* 



i2. ^;^ ;- ,pOUrX=0. 



La vraie valeur est 1 . 
xe** — e** — X -*- i 

La vraie valeur est • — 1 

g* g—-* 

i3. ,pourx=o. 

log (1 -♦- x) 

La vraie valeur est . 

cos ax — cos an 

14. z ,pourx = w. 

n* — X* 

, asinan 

La vraie valeur est • 

!stn 

/sin mxV 

15. — : ,pourx==o, 

\ sin X / 

m étant un nombre entier. 

On trouve m* pour vraie valeur. 

i — cos X 

^^' —. — 7m :,pourx = o. 

X log (i -+- x) 

On obtient - pour vraie valeur. 
2 

i7. ,pourx = a. 

(x — a)" *^ 



m"e**" 



Au moyen de n dérivations , on parvient à --— pour 

vraie valeur. 
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^8. La somme de la série 

X -I- 2x* -f- 3x' -♦-....-♦- nx" 
est X — (n -♦- 4)a:"+* H- wx""*** 

quelle est la valeur de cette i?omme quand x==\1 

On obtient — -> somme des nombres naturels. 

2 

X -*- x*— {2n -4- i) x*»+« -f- (2n -^ 1)x«*+» 
iO. ,pourx = l. 

(i-x») 

La vraie valeur est n*. 

20. La série 

X -*- 4x' -+- 9x' -4- — -♦- n'x" 

a pour somme 
x-4- x'— (ytH- ^)x*-^' -f-(2i>*-4-2n--i)x"+'— w'x"+' 

quelle est la valeur de cette somme pour x = 1 ? 
La valeur cherchée est 

n(n-4-1)(2n^i) 
somme des carrés des nombres naturels. 



x' — 4ax' -♦- 7a'x — 2a' — 2a*V^2ax — a' 
2i . — nrzzizz: ' pour x = a. 

x' — 2ax — a* -♦- 2a |/2ax— x* 

En ayant recours à quatre dérivations successives, on 
trouve que la vraie valeur est — Sa. (Euler.) 

(x« -4- a* ) (x« — a*)i 
22. -^ — ^,pourx = a. 

(3x'— a*x)(x' — a')î 
Remplaçant x par a -k- h (exemple II), on trouve 

2l^2 , 

pour vraie valeur. 



3a«V^3a 
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(a* — x')* -*- (a — x) 

23. -^^ { ^ , pour x = a. 

{a — x)* -h- {cf — x')» 
Remplaçant x par a — A el suivant le procédé indiqué, 
on obtient pour la vraie valeur 

,1 - — • 

1^ t 

(a^—x'^)'' -^ (a — xY 

24. ^ r , pour X = a. 

{a — xY — (a'— x')» 
Remplaçant x par o — /j, on trouve que la vraie valeur est 

^2â 



4 __ »/ 5a* 



tangTTX — nx 



î25. — -^r ,pourx = o. 

2x* tangTTX 

Posant X = -h A, développant par la formule trouvée 
(exercice 8, chapitre VI, section II), puis faisant A = o, 

on trouve pour vraie valeur — 

26. : — ,pourx = 4. 

1 — x*" ' 

L'expression proposée peut s'écrire 

x** 1 — x" 
i -♦- x^ \ — of 

et, pour X = 1 , le premier facteur devient— etle second, - 
La vraie valeur de ce second facteur est- et par conséquent 
celle de l'expression donnée, — 
cos ax — ces an 

Cette expression peut se mettre sous la forme 

\ cos ax — cos an 

(n -♦- x)"* (» — x)"' 



DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 1i3 

et, pour X = w, le premier facteur est : le second , -- • 

(Î2«)'" ' 

^ Au moyen de m dérivations, on trouve que la vraie valeur 
de ce second facteur est 



(~ 1) 



a™ ces I an -4 — mn 



1 
2 



i . 2 . 5 . . . . n« 
et, par suite, celle de lexpression proposée, 



(-1) 



a'" ces {au-\ m?: 



X"' 







28. —^ , pour X = oc . 

Après avoir dérivé m fois, on trouve ' 

pour vraie valeur. 

- - iog X 

29. 5 pour X = 00. 

x'" ^ 

La vraie valeur est o. 

-A /. 2X\ ;r 

oO. 11 1 tangx, pourx=- • 

2 
Forme de Tindéterminalion,© X oo ; vraie valeur, - • 

TT 
TTX 1 

51. sec — Iog-, pour x = 1. 

Ja X 

2 
Forme de Tindétermination, x X o; vraie valeur, - • 

TT 

a 

52. 2'sin — , pourx= oc . 

Forme de Tindélermination , oo X o. La vraie valeur est a. 

^ f(j, .__ jp\ < 

55. |/a* — x' colg - ( 1 , pour x = a. 

2 \a -i-.x/ 

8 
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L'expression proposée donne d'abord o x <» > M^^is on 
peut 1 écrire 



TT * fa — X 
î2 V a -♦- X 

TT * /a — X ^ 

tang - \/ 

2 ▼ a -♦- jc 



2 

X— (a-+-x). 



Pour X = a, la limite du premier facteur est 1 ; la 
valeur du second, — . La vraie valeur est donc aussi — • 

X \ 

34. , pour X = i . 

X — 1 log X 

L'expression, pour x = 1 , devient oo — oo , mais en 
réduisant au même dénominateur, ce qui donne 

X log X — X -\- \ 

. , 

(x — i ) log X 
1 

elle devient - , et fournit - pour vraie valeur. 
2 

35. La somme de la série 

i I 1 



etc. 



i* 4- X* 2* -+- x' 5* -H x^ 

est itx — \ -, ^ . 

2x' "*" X {ê""' — 'I ) ' 

quelle est la valeur de cette somme pour x = o? 
Pour X = 0, l'expression devient oo — cjo . 
En opérant comme dans l'exercice précédent , on trouve 

que la vraie valeur est—, somme des réciproques des car- 
rés des nombres naturels. (Euler.) 

30. -, pourx=o. 

4x 2x(e-'- i)'^ 
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C'est la somme de la série 

i i i 



etc. 



1* -*- j:* 3* -*- x' 5* -f- x' 

Pour x=^Oy Texpression devient oo — oo , mais, en opé- 
rant comme dans l'exercice 34, on trouve pour vraie valeur 

—, somme des réciproques des carrés des nombres impairs. 

(Euler.) 

/ i \«"* 
57. l-^j ,pourx=o. 

Forme de l'indétermination, 00". 

On a . /i \*"* _. logx 



log I — I a== — nx"" log X = — n 



x"" 



expression dont la vraie valeur, pour x == o, est o. 
Donc 1^1 , pourx = o,este°^i. 

TT 

58. cos x^*'y pour x =— • 

Forme de l'indétermination , o". 

En employant les logarithmes, on trouve 1 pour vraie 
valeur. 

TT 

o9. tang x'*"*% pour x = — • 

ht 

Forme de l'indétermination, 1". 

i 
Vraie valeur, - • 

e 

40. Vraies valeurs du —, pour x = o et j/ = o, dans 

àx 

lequation. 

y* — ^V ■*■ 2a'x' — X* = 0. 

Valeurs cherchées, rtl/2. 
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41. Vraies valeurs du -f- tiré de Téquation 

(ly* -H axf = x' (a* -♦- 2ax — x*), quand ac 3= o et y = o. 
Valeurs cherchées , it 1 et 00 . 



CHAPITRE X. 



MAXIMA ET MI.NLMA. 



Section I. — Fonctions explicites d'une seule variable 

indépendante. 

Soit yc=zY{x) une fonction explicite de x. 

Toute racine réelle de Téquation F'(x) = 0, à moins que 
cette racine nannuUc F"(x), est une valeur de x corres- 
pondante à un maximum ou à un minimum de y : à un 
maximum quand y pour la valeur de x trouvée, F"(x) est <o; 
à un minimum quand , pour la même valeur, F"(x) est >o. 

Dans le cas où F"(x) = 0, il n'y a maximum ou mini- 
mum que si, pour la valeur de x trouvée, F'" (x) =0 
et que, pour la même valeur, on n'ait pas F*'(x) = 0. 
Maximum, si Ton trouve F"(x) < 0; minimum, si Ton ob- 
tient P'(ac)>o. 

Et ainsi de suite. 

Cette règle générale suppose la continuité de F(x) et de 
ses dérivées dans le voisinage de la valeur de x fournie par 
i équation F'(j^') == «• 

Les cas dVxccpfion sont peu importants dans les appli- 
cations. 
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exemple. 

Soit ^ = X* — ox* -♦- 6. 

On a F (x) = x' — ax* -f- h. 

Kl, en dérivant deux fois de suite, 

F' (x) = ox* — 4ax-\ 
F''(x)=20r'— 12ax». 

Les racines de Téquation F'(x) = o ou de x' (5x — 4a) = o 

ka 
sont — et 0. 

^^ U 

En substituant — dans Texpression de F"(x), on trouve 

Cette racine correspond donc à un minimum de y. 



Ce minimum est y = o 1 — 

5x3/ 



Quant à ia racine o, elle annulle l'expression de F"(x), 
mais la dérivation fournit 

F"(x) = 60x« — Î24ax, 

F" (x) = i20x— 24o, 

et Ton voit que, pour x = o, F'"(x)^o, tandis que 
F'^(x) = — 24a. La racine o correspond donc à un maxi- 
mum de y. Ce maximum est y = b. 

1 . y = x' — i2x* -♦- 4dx h- 50. 

Pour x;= 5, y est minimum; 
pour x=.5, maxfmum. 

2. y = x« — 75x' -f- i 620x — 1000. 

Pour X = 6, y est minimum ; 
pour X =3 — 6 , maximum ; 
pour X == 5, maximum ; 
pour X = — 3, minimum. 
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5. y = lOx* — 12x* -4- 15x* — 20x' -*- 20. 

Pour X = 1 , y = 1 5 , minimum. 

Pour X = 0, ni maximum , ni minimum. 

i — X 

•^ (i -4. X)* 

Pour X = 5 , y est minimum. 
X* — 3x H- 2 

•^ X* -♦- 3x -f^ 2 

Pour x = V^2,y = 12 i^2 — 17, minimum. 
Pour X = — 1'^2, y = — 1 2 k^— i 7 , maximum. 

a -*- X 

6. ?y == —z i • 

- a' ^ X* 

Dérivant , on a dy^_ a' — 2ax — x* 

c^x (a* -4- X*)* 

Pour que cette dérivée soit nulle, il faut donc que 

a* — 2ax — X* = , 
équation -dont les racines sont 

x"==-tt(V/2H-0. 
Pour savoir si chacune des racines correspond à un 
maximum ou a un minimum, il suffit de dériver le numé- 
rateur de — > car le dénominateur, toujours positif, n'iii- 
dx 

fluera pas sur le signe de la dérivée seconde. 

Or d. (a* — 2ax -*- x') 

— ^ T— # = — 2a — 2x. 

dx 

En substituant les valeurs de x' et de x" dans ce résul- 
tat^ on voit facilement que 

pourx' =a(l^2 — i), y est maximum; 
pour x" = — a (V^-4-*l ), minimum. 
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J-(x'-4-i). 



7. y = 

En opérant comme dans l'exercice précédent, on trouve que 

pour X = i, ?/ = 2 est maximum; 
pour X = -— 1 5 y = — 2, minimum. 



x' — X , 



X* — x' -f- 1 

La remarque faite dans Icxercice 6 peut encore s appli- 
quer et Ton trouve 

pour X = , y = , maximum ; 

— 1 db 1^5 I 



• • 



pour X = , y = — -- , minimum. 

9. (^^ -^ X) (6 -4- X) 

•^ (a — x) (/> — x) 

Pourx = |/a6, f/ =— f — , minimum : 

yâ--VbV 

• pourx = — Ka6,î/=— f —^ :i ) , maxmium. 

JO. y = (x^--l) (xi— -i). 

En posant 5c*'=r, on trouve 

pour z = Oy y = \, maximum; 
« r= i , y = 0, minimum. 

i\, f/ = X Vax — X*. 

oa ùV^o 
Pour X = -~ , ?/ == r-a* maximum. 



V/a -4- X 
• (Strophoïdc.) 
a — X 

1/5-1 
Pour X = — o — , r/ est maximum. 
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15. y = 



14. t/ = 



|/(1 +x) + 


2al/x-f 


■|/(i 


-f-xO- 


laVx 


V{\ + x) + 


2«l/ï 


•|/(i 


-HX)- 


laVlc 


Pour X — 1 , 


I -4- 


a 


— , niinimuni. 


X 

* 

logx 










Pour X 


— eytj- 


= e, niiiiimiim 


• 


sin* mx 











15. Try = — — • 

Les valeurs de x fournies par 1 équation sin x = o ren- 
dent y maximum; celles fournies par Téquation sin mx == o 
rendent y minimum et celles données par 1 équation 
7n tang x = tang mx rendent y maximum. 

sm (x — a) 

Pour x = a -\ — ,y= Kï2.e""*"*5 minimum; 

4 

pour x= a -H— ,y = — K 2. e""^T, maximum. 

4 

47. y = sin X cos (a — x). 

a TT 1 -♦- sin a 
Pour X = — I — , V = 5 maximum ; 

a TT \ — sin a . . 
pour x = >y = 9 mimraum. 

48. t/ = a'+*— a'— X. 

log [(a — i) log oj 

Pour X = : , V est maximum ou minimum 

log a 



selon que a est > ou < 1 . 

\d. y =: tang"' x .tang" (a — x). 



» — m 
Pour tang (o — 2x) == tang a , y est maximum. 
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20. Trouver le nombre x dont la racine jc*^ est un maxi- 
mum. 

On aura à chercher le maximum de i/=x'; on trouve fa- 
cilement que pour x = e, y = e* , maximum. 

*2i . Une droite et une parallèle à cette droite étant don- 
nées , trouver sur la parallèle un point tel que les droites 
menées de ce point aux extrémités de la droite donnée fas- 
sent entre elles un angle maximum. 

Soient B et G les extrémités de la droite donnée {*) ; 
A le point cherché pris sur une parallèle à cette droite. 
Joignons le point A aux points B et C et, de A, me- 
nons sur BC la perpendiculaire AD. En posant BC = 6, 
AD = A, BD = X, on trouve que Tangle BAC a pour 

expression 

bh 



A' — 6x -4- X* 



dont le maximum correspond à x ==- • 

22. Les côtés égaux et Tune des bases d'un trapèze 
isocèle étant donnés, déterminer Tautre base de sorte que 
Faire du trapèze soit maximum. 

Soient ABGD un trapèze; AB la plus grande des bases, 
DC l'autre, AD Tun des côtés égaux. Si, du point D, on 
mène DP perpendiculaire sur AB et que Ton pose 

DC==a, AD = BC = 6, AP = x, 
on trouve que l'expression de la surface du trapèze est 



(a -4- x) |/6* ^ x' 
dont le maximum correspond à 



x = h 

4 4 



(*) Le lecteur est prié de construire une figure d'après les indications 
données et d'agir de même dans les autres problèmes du recueil. 
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Chercher ce que devient la surface dans chacun des cas 
suivants : 



4 4 

2" a = 6. 

3" a > 6. 

Si a = 0, le trapèze se change en triangle; maximum 

6 
pour X = — - ' 

|/^2 (Maupertuis.) 

25. Inscrire le plus grand rectangle possible dans un 
segment de cercle donné. 

En représentant par r le rayon du cercle, par a la dis- 
tance du centre à la corde du segment et par x le côté du 
rectangle perpendiculaire à cette corde, on obtient pour 
expression de la surface du rectangle 

|/9a« -4- 8 (r« — a*) — 5a 

Pour X = ^ y celte surlaee est 

4 

maximum. 

Si a = 0, la valeur de x correspondant au maximum est 

r ' 

— et la surface du cercle, r\ 



|/2 

24. Partager le nombre a en deux parties, de sorte que 

le produit de la m*"" puissance de Tune par la n*"' puissance 

de Tautre soit un maximum. 

y = x"* (a — '■ xy étant la traduction algébrique du pro- 

*"« 
blême, on trouve que, pour x == * y est maximum. 

m-^ n 

25. Trouver à quelle hauteur d'un plan un point lumi- 
neux doit être placé pour qu'un élément infiniment petit 
de ce plan, situé à une distance donnée de la projection 
du point lumineux sur le plan , reçoive le plus de clarté 
possible. 
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Soient L le point lumineux, A sa projection sur le plan, 
P 1 élément plan, situé à la distance donnée AP de la projec- 
tion A. En joignant deux à deux ces trois points , le triangle 
qu'on obtient, LPA, est rectangle en Ae(,en posant AP=a, 
langle LPA «^ x ; désignant par I l'intensité du point lumi- 
neux, par F(x) la quantité de lumière projetée sur lelé- 
ment plan, on trouve en vertu des lois de l'intensité 

F (x) := ~- sin X cos*x. 
a' 

1 21 
Pour tang x = — n, on obtient F (x) = » maximum. 

|/'2 5 J/3 . a' 

26. Sous quel angle doil-on mesurer une hauteur pour 
que l'erreur commise dans la mesure soit minimum? 

Soient MP la hauteur à mesurer et, dans le plan hori- 
zontal passant par le pied P, le point d'où l'on observe 
cette hauteur. Tirons OP et OM, puis, sur le prolongement 
de MP, de P vers M, marquons un point M' à une dis- 
tance infiniment petite de M. Enfin menons OM'et, sur cette 
droite, du point M, la perpendiculaire MK. 

Soient MP=^, l'angle MOP=a:, M'OM= ax, MM'= a/<. 

A la limite, le triangle MM'K donne 

___ , h 

KM == A^. cosx ou -; — àx = àlh cosx. 

smx 

D'où . h 

^h=- àx, 

smxcosx 

Le minimum de aA sera fourni par le minimum de 

-; Ax ou par le maximum de sin x cos x, puisque 

sin X cos X r T 

h et Ax sont constants. 

Pour X = -.1/2 , l'expression sin x cos x est maximum. 

Là base d'opération, dans Ja mesure, doit donc être prise , 
autant que possible , égale à la hauteur à mesuren 
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27. Trouver la plus petite ellipse que Ton puisse cir- 
conscrire à un trapèze donné. 

Soient 2a et 2a' les côtés parallèles du trapèze, 2a le 
plus petit; 2^/ et 2^/' deux diamètres conjugués de lellipse, 
faisant entre eux Tangleô; le premier, mené par les milieux 
des cotés 2a et 2a'. Enfin, soient c la portion du diamètre 2// 
comprise entre les côtés parallèles du trapèze et x la partie 
comprise entre le centre de Tellipse et le côté 2a. 

On aura 

y y ' 

Et en posant a'* — a* %f 

= e et -r = z , 
c y* 

6Z -4- r 

X = y 

2 



^ \/<?-\- e^z^ -4- z (4a' -♦■ 2cc) 

•If 



' ^ |/c* -f- eV -f- z (4a' -♦- 2ec) 

L'expression de la surface de l'ellipse est ^sin ^yy, ou 
en substituant les valeurs de y et de y', 

ir sin 9 c* -H eV -t- z (4a* -4- 2ec) 

Pour [2 l^a'*— a'W-Hfl* — (o'* -4- o»)] c' 

"^ 3 (o" — ÔV ~ 

ou pour _ [g'*— 2a' + j/g'* — a'*a* a- a*] c 
•^~'" 3(a"-a') 

le minimum de la surface est 
27rc sin fl [o* — 4a' V + a* -v ( o'* -\- a*) V^V* — a' V -^ a*] 

■ « ■■ ■ ^Ml. .11 ■ — ■ ■ .1 ■■ ■ I ■ I « i. ■ ■■ ■ ■■ ■■■■■■■ I ^ 

3V3(a'»— a») I/2 i/«'' - aV + a* - (a" + a») 



4 
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Si a' z=a, le trapèze devient un parallélograniine et Tex- 
pression de la surfaee devient-. Dans ee eas, il faut clier- 
cher la vraie valeur : on trouve itac sin 6. (Bossut.) 

Section II. — Fonctions implicites d'une seule variable 

indépendante. 

Soit y une fonction implicite de x déterminée par 1 équa- 
tion F(x,î/) = o. 

L'équation —- = fournira, simultanément avec la pro- 

dx . 

posée, les valeurs de x qui correspondent aux maxima et 

aux minima, et aussi ces maxima et ces mininia eux-mêmes. 

d»F 

La substitution dans l'expression — - de chaque couple 



dy 
de valeurs trouvées pour x et y, déterminera un maximum 

ou un minimum de y, selon que le résultat de lopération 
sera positif ou négatif. 

Cette règle, pour être complète, doit recevoir des déve- 
loppements et des restrictions analogues à ceux qui ont été 
indiqués dans le cas des fonctions explicites. 

Exemple. 

Soit F(x,i/)==y^ — 3x*î/ -4- x"^ — 3==o. . . (1). 
En égalant à la dérivée de F par rapport à x, on a 

r/x -^ 

X 

Or, de (2), on lire x = ci y = - - 

En substituant la première de ces valeins dans (1), on 

obtient 

?/'— 5 = 0, 

d'où y = l^ 3. 



ï- 
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En substituant la seconde valeur, on trouve 

d'où x== — 2 et, par suite, j/== — 1. 

Ainsi, deux couples de valeurs satisfaisant aux équa- 
tions (1) et (2) 





\ 


X — 0, 

y — K3. 


... . 

h—- 


-2, 

-1. 


D'ailleurs, 


on trouve que 








iPF 




• 






dx* 
d? 


6x — Cl/ 
5}/ — 3x» 


~ y 


2 




-+- X 



dy 
Substituant le premier couple de valeurs dans cette ex- 
pression, le résultat est -^. Donc, pour ac=o,î/=|>'5 

est minimum. 

2 
Substituant le second couple, le résultat est -h -• Donc, 

ù 

pour X = — 2 , 2/ = — 1 est maximum. 



i . 7/' — x'y -4- X — x' == 0. 

Pour X = — 1, 2/ = 1, maximum. 

2. »/* -+- 2x'i/ -4- 4x — 5=0. 

i 

Pour x= , y == 2, maximum ; 

pour X = 1, y = — 1, ni maximum, ni minimum, 

3. )y* — ^mxy h- x* — a' = o. 

am a 

Pour X = — — y y = — -> maxunum. 
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4. x' H- y' — a*x «= o. 



a / 2 
Pour a? = — :::, y=a\/ ^, maximum; 

1/3 V 5V/3 

« / 2 . . 

pour a;= , « = — a t / , mininnini. 

^ 1/3 -^ V 5V^3 

D. ac' -+- y* — oaxy = o. (Folium de Descartes.) 

i i 

Pour X = 2*a , y = 4*a, maximum; 

pour a: = o, y = o^ minimum. 

On ne peut déterminer ce dernier minimum par le pro- 
cédé indiqué plus haut, car de Féquation proposée on tire 

dy ay — x* , , . , . i . o 

-^ == -=^ , dérivée qui , pour x «= o et y «= o , devient — 

dx y' — ax ^ ^ o 

et par suite fournit— 4 =—. Mais les dérivées deuxième et 

ax' 

iroisiènne de 1 équation du folium sont respectivement : 
(y'-«x)-^,.2y(£)^2a£.2x = o, 

(/-»)g-(%|-«)f.-(|)'-=.; 

et, en faisant x^^^o^y = o dans ces équations, la première 

fournit -^ = o et, par suite, la deuxième donne -~ = — . 
dx dx^ 3a 

Donc, pour X'=o,y = o est bien un minimum. 
(». X* — 2aV -+- ay - 8a* = o. 

Pourx =0, y = -4- 2a 1^2, minimum; 
pourx = o, y = — 2« 1^2, maximum; 
"* pour X = -4- a, y = -f- 5a, maximum; 
pourx= -4- a, y = — 3a, minimum; 
pourx = — a, y = -4- 3a, maximum; 
pour X = - - o, y == — 3a , minimum. 
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7. t/* — fta^xy -4- X* == 0. 

Pourx = aK 5, t/ = ai^275 maximum; 
pour X =a — ttl^5,y = — aV^^ST, minimum. 

8. y* — 4xy -♦- X* -♦- 2 = 0. 

Pour a:=-4- |,y=-f.i,ni maximum , ni minimum ; 
pour x = — l,t/ = — i, » » 

On procédera selon la remarque faite dans rexereico S. 

9. oos [y — x) — 2 sin y — cos x = o. 

Pour X = — > 1/ == — , maximum. 

o 

10. y' -t- mxy -+- a* -+- 6x 4- «x* == o. 



^ 2/>w -*- ml/6*/i -H (iw^ — 4ii) ahi 
Poiirx= — ^^ 

n (irr — 4w) 

on trouve 



hm — 2 Vb-n -4- (m* — 4w) a*/* 



y = » maximum ; 

m* — 4« 



? 



26n — m l^6*/i -♦- (m* — 4w) a*/* 
et pour X = ' ^ - — ^^ — ;^ 

n (m* — 4w) 

on obtient 



— bm -+- 2 K6'n -4- (m* — 4w) a*/i . . 

1/ = ^^ » mmimum. 

•' wr — 4» 



Si wi = , 



1 



pourx= — — ,on obtienlv = h- — V^/>'/i—4a*n*5 maximum, 

I 

ctw = [/h^n — 4a'n*, minimum. 

•^ 2n 

Siw = o,x = oo ctwsss , ni maximum , ni minimum. 

m 

a^m^ -H 6* a^m^—b* 
Si m* = 4», pour X = — — rr , y = — ; , minimum. 

(Euler.) 
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Section III. — Fonctions de plusieurs variables 

indépendantes. 

Soit z une fonction explicite de x et de y. 
Les racines réelles des équations 

dz dz 

dx ' dy 

seront les valeurs de x et de y correspondant aux maxima 
et aux minima de jz si, pour chaque couple de ces valeurs, 
rinégalité suivante est satisfaite 

/ dh Y (Pz^d^z 

\dxdyl ^ dx^dy^ ' ' ; ' ^^^' 

d^z d^z 
ce qui exige que -— et — ^ soient de même signe. Du reste, 

ax au 

maximum, si ces deux dérivées sont négatives; minimum, 
si elles sont positives. 
Si les valeurs de a; et de y, fournies par les équations 

--=oet — = 0, rendaient nulles les trois dérivées de 
dx dy 

deuxième ordre, il n'y aurait ni maximum, ni minimum; 
à moins que ces valeurs n'annullent aussi les dérivées du 
troisième ordre, sans annuler celles du quatrième qui 
devraient avoir le même signe, etc. 

Soit u une fonction explicite de x, de y et de z. 

Les racines réelles des équations 

du du du 

dx ^ dy ' dz 

seront les valeurs de x, y^z correspondant aux maxima et 
aux minima de w si, pour chaque groupe de ces valeurs, 
la condition suivante est satisfaite 

jft^ rfH< ^ d^u V V^ dl'u I d^u \n Vd^u dhi I d^u \«"] 
iydzd^^~' dxdy'Mzl ^ Ld^rfy'^lrfxrfy/ J[_rf^rf?~l J^^^*' 

9 
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. . (Pu â^U ^(Pli . . , -^ 

ce qui exige que -r-^» -r^ et — - soient de même signe. Du 

dx^ dy* dz^ 

reste, maximum, si ces trois dérivées sont négatives; mini- 
mum, si elles sont positives. 

Si les valeurs de x^y^z fournies par les équations — = o, 
du du dx ' 

— = et — =0 annulaient les six dérivées du deuxième 
dy dz 

ordre, etc. Gomme plus haut. 

Soitz une fonction implicite de x et j/, déterminée par 

l'équation 

F(x, t/, z) = o. 

dF rfF 

Les équations — = o et -7- =0 fourniront, simultané- 

dx dy 

ment avec la proposée, les valeurs de x et y qui correspon- 
dent aux maxima et aux minima de z et aussi ces maxima 
et ces minima eux-mêmes. 

La substitution de chaque groupe de valeurs trouvées 
pour X, y et J3 dans les expressions 

(P? d*F rf^F 

f/x' dxdu . rft/* 

d¥ d¥ e/F 



dz dz dz 

détermine un maximum ou un minimum de jj si rinégaliié 

/ rf'F \ * rf*F cPF 



do^ f¥ ,-. 

dV\dV ^'^ 

dz dz 



dxdy 
(IF 

\ Ih i 
est satisfaite, ce qui exige que 

dH^ f/'F 

^ cl ^^ 
dF dV 

dz dz 

soient de même signe. D'ailleurs, maximum si ces deux ex- 
pressions son! posiiives, minimum si elles sont négatives. 
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Règles analogues pour les fonctions implicites de plus de 
deux variables indépendantes. 

Les règles précédentes supposent la continuité des fonc- 
tions et de leurs dérivées dans le voisinage des valeurs des 
variables correspondant aux maxima et aux minima. D'ail- 
leurs, dans la pratique, il n'est guère besoin de considé- 
rer les fonctions de plus de trois variables indépendantes. 

Exemple I. 

Soit jj = oc* -♦- y — 9xy -4- 27. 

On a rf^ „ • « ^^ * • ft 
-— = 3x* — 9y et -— = 3y* — 9x. 

dx . dy ^ 

En égalant à o ces dérivées, les équations résultantes 
sont satisfaites par les couples de valeurs 






^ . d^z ^ d^z « ^^ ^ f I . 

Onaaussi: — -=6x, -;— 7-= — 9, -7-5 = 6y. La subsli- 
djT dxdy dy' 

tution du premier couple de valeurs donne 

(Pz d'z o ^^ 

c/x* '" dxdy ' dy* 

et il est évident que, pour ces résultats, Tincgalité (1) nVst 
point satisfaite. Donc, pour x = octy = o,jz==27 iiVst ni 
un maximum ni un minimum. 

La substitution du deuxième couple de valeurs fournit 

rPz (Pz d^z 

et il est aisé de voir que, pour ces résultats, l'inégalité (1) 

d^z d^z 
est satisfaite. Du reste,-—- et —-étant positives , s = o est 

ax' dy* 

minimum pour x = 5 et y = 3. 
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pie II. 

Soil u = xi^:â{a — x — y — r). 

On a ^M , , 

^ = r^(« — 2x — y — z), 

du 

— = xyz»(!2fl — 2x— 3y — 2z), 

— =r xi^z^ (5a — ox — 5y — 4z). 
dz 

En égalant à o ces trois dérivées et ne tenant pas compte 
des solutions a: = o, j/ = o, z=^o pour lesquelles fi = o 
n'est évidemment ni un maximum , ni un minimum , on 
trouve 

a 2a 5a 

^=y» y=y' ^^y" 

D'ailleurs, on obtient immédiatement — = — 2ti*is*. 

dx* 

Posant xyz' = r et 2a — 2x — 3y — 2z = w?, on a 

l/tf „ , d'il f/U7 rfv 

— = vtr ; d ou = v — -♦- w — 

rfy f/y* rfy dy 

ou plutôt, puisque w est nul pour les valeurs de x, y, z : 

(^n dw 

ou rf^i 

De la même manière, on trouve facilement que 

Substituant les valeurs des six dérivées de deuxième 
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ordre dans rinégalité (2) et divisant les deux membres par 
x{/*z*^ on trouve 

X (iz - 5yY < y (6x — y) (8z - 9x) 

et II est lacile de s assurer que, pour a: = -,î/=— et z= — , 

cette inégalité est satisfaite. 

TV . . , ^, . , (Pu (l^u d*u 

Du reste, puisque les dérivées—-,» — et — sont ne- 

gatives, w = 108 (—1 est maximum. 

Il y a souvent avantage, comme dans cet exemple, à 
vérifier Finégalité (2) après y avoir substitué les valeurs 
générales des dérivées du deuxième ordre; les calculs sont 
plus simples. 

Ezeinple 111. 

Soit F(j:,y, z) = z*-4- ocyjc — xi/' — a^^o. 

En égalant ù o les dérivées de F par rapport à x et à j/, on a 

rfF 

-—=8X2 — 2xf/ = 0. 

Les trois équations précédentes sont satisfaites (en ne 
tenant pas compte des solutions x=:o,y = o,z = o) par 
les groupes de valeurs 

x== — 0, lx = — C, 
i, = 6v/5^ y«= — C\/3, 
^z= I2V/3, (;: =— i2v/5. 

D'autre part, 
(("F ^F_ (PF 

'd? 6x dxdv z — %1 7ûi^ 2x 





6x 




dxdy 


z • 


-2y 


'¥ 


2z 


-4- 


xy 


dF 
dz 


22 


-*- xy 


dV 
dz 



dF 2z -+- xy dV 22 -»- xy dV 2s -t- xy 
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La substitution, dans ces expressions, du premier groupe 
de valeurs, donne 

clx* - dxdy dy* i 

dF dF ' dF V/3 

Pour ces résultats, Finégalitc (3) est visiblement satis- 
faite, et puisque 

(PF d'F 



— et-^ 
rfF dF 



dz dz 

sont négatives, j3 = 12 1/3 est minimum pour x = — 6 et 
y = 6 1/3. 

La substitution du second groupe de valeurs fournit 

cPF rf'F d*F 

c/x' _ dxdv du* i 



;' ^ dxdy dy* 

L'inégalité (3) est donc encore satisfaiteet, puisque 

rf»F rf*F 

— -— Cl — — 

rfF rfF 



dz dz 

sont positives, z = — 12 \/3 est maximum pour x = — 6 
et y = — 6 1/3. 

i. 5J = x' — ocy -^ y^ — 3t/. 

Pour X s= 4 et y = 2, jz = — 3 est minimum. 
2. z = X* -f- y* -+- 2x»y' — 8x ^- 8y. 

Pourx= I ety = — 1, z = — 12 est minimum. 



i 
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3. z = f/* — 8«/' -*- i8i/* — 8y -f- x' — dx' — 5x. 

Pour x = i -^ l/2^el y = 2 db l/5, z =s — 6 — 4 1/2, double minimum ; 
pour x=i — \/2 et y ==2, J3 = 3 -4- 41^2", maximum; 
pour x = l — \/2 et y = 2zh 1/3, ni maximum , ni minimum de z; 
pour x=1 -H 1/2 et y = 2, ni maximum, ni minimum de z, 

4. z = X* -h y* — ax*y — oxy* -h c*x' -4- c*y'. 
Pour X = y = , z = est un minimum. 



Da-t-V/9a*--32c» 27 . î> . , c^ 

Pourx==v = 1«= « H »c 

^ 8 256 Ki 2 

a » 
— - {9a' — 52c*)* est minimum. 



3a— l/9a'— 32c* 27 , 9 , , c* 

^ 8 ' 25C i6 2 



a ' 



25C 



(9a* — 32c*)* n'est ni maximum, ni minimum. 



Pour trouver les autres valeurs de x et y qui pourraient 
correspondre à des maxima ou à des minima de z, il fau- 
drait résoudre une équation littérale du sixième degré. 

(Euler.) 

0. z^ = ax* -H 26xy h- cy^ — ex — /y. (Équation générale des 
surfaces courbes du second ordre.) 

ce — bf af—be 
Pour X == —; TT et V =» —; — , z sera mmunum si 

2(rtc — 6*) -^ 2(ac — 6*) 

a et c sont positifs et 6' < ac; maximum , si a et c sont néga- 
tifs et b^ < ac; ni maximun, ni minimum, si a et c sont de 
signes diflFérenls ou si 6* est > ac. (Lagrange.) 

6. 2 = x*y (x* -♦- 2y' — a)*. 



Pourx=Y/— ety=Y/^,zest 



maximum. 
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7. z= ^ 



(x— a)(t/ — 6) 

Généralement quand log z est maximum ou minimum, 

z Test aussi. 

Posant log z = J5', on a 

z' = 3 logx -H 3 iogy — log (x — o) — log (^ — 6). 
D'où à^ 3 \ .^}^^t_ * 



rfx "" X X — a rfy y y — 6 
Égalant à o ces dérivées , il vient 

Î2x — 3a = 0, 
2y — 36 = 0. 

D'où 3a 36 

D'autre part, ^\^__ £ ^ __!_, 

dx* x' (x — o)' 

dxdy 
(Pz' 3 1 



En substituant dans ces dérivées de second ordre les 
valeurs de x et y, on trouve 

cPz' 8 (Pz' (Pz 8 

-J -— r-=0 



rfx« 5a« e/xrfy ' rft/« 36^ 

îoour x=- 
2 



D'après ces résultats, il est facile de voir que pour x = 



36 /!27 V /27 ,V 

et y = — , z' = log ( — «* ) >«l> P»** suite, z = ( -T- «* ) ^^' 

minimum. 

Le procédé suivi dans cet exercice est souvent employé 
quand la fonction est un produit ou renferme des radicaux. 

8, z = xy V^aV— aV — 6y. 

6 a a^6« ^ ,, 

PouPX=ifc elv = db ,J2= —; double maximum. 

\/5 \/5 31/3 
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î). jr = sinx -»- siny -♦- sin(x -*- y), 

3V/5 
Pour x = y = C0% z = est un maximum. 

10. u = xyz (tt* — X* — y' — z'). 

a 2o* 
Pour X = y = « = > u = » un maximum ; 

1/5 Î25V/5 

a 2a* 
pourx=y=z= 71» «= , ni maximum, ni minimum. 

1/5 251/5 

H . ti = ax' — bxy -H xz -4- yz. 
Pour x = y = z = o, 14 = n'est ni maximum, ni minimum. 

12. u= ^''^^y^ 

(o ^.x) (x H- y) (y -f- z) (z -f- c) 
£n procédant comme dans Texercice 7 et posant dans le 

cours du calcul (—I =-, on trouve que, pour x = an, 
y = an*y z = arf. 



u = ab(- i)- 

Va* -*- cV 



13. a (x' -*- y' -*- z') = x'yz -*- y'xz -»- z*xy. 

Pour x = y = a. 1,6 

z =: a . 0, 85 . . . . , un minimum. 

14. Trouver dans Tintérieur d'un triangle un point tel 
que la somme des carrés de ses distances aux trois som- 
mets soit minimum. 

Soient A, B, G les sommets du triangle proposé; a, 6, 
c les côtés opposés; le point cherché. 

En prenant le sommet A pour origine, la direction de c 
pour axe des abcisses; représentant par x, y les coordon- 
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nées rectangulaires du point et par u la fonction qu'il faut 
rendre un minimum, on trouve que 

ti = x* -*- ty'-*- (c — x)*-*- y' -4- (6cosA — x)*-*- (6sinA — yf 

c -4- 6 ces A 6sinA 

etque,pourx = cty= — - — luestmmimum. 

D ailleurs , pour ces valeurs de x et y, les distances du 
point cherché aux sommets du triangle sont 

,^ V/26«-4.2c»-a* „^ V/2a«-4- 2c»— 6« ^^ l/2a«^26»-c» 

AO == , BO = — , C0= 

3 ' 3 3 

Le point est le centre de gravité du triangle. 

1 o. De tous les triangles que Ton peut inscrire dans un 
triangle donné, quel est celui dont le périmètre est le plus 
petit? 

Soient A, B, G le^ sommets du triangle proposé; a, 6, c 
les côtés opposés; D situé sur c, E situé sur a, F situé 
sur 6, les sommets du triangle cherché. Soient, en outre, 
BD = X, CE= y, AFs=z et tt le périmètre du triangle 
DEF. On a 

M= [x* -»- (a — y)* — 2x(tt — y) cos B]* 

-*- W -^ (fr — «)' — 2y (6 — z) cos Cj* 
-f- [x*-4-(c — x)* — 2z(c — x)cosA]*. 

En égalant à o les dérivées de u par rapport à x , à y et 
à z, on trouve 

X — (o — y)oosB (c — x) — jgcosA , 

[x* -^ (a — y)' — 2x (a — y) cosB]- [z' -+- (c — x)'— 2z (c — x) cosAf 

et deux autres équations que Ton peut écrire immédiate- 
ment. Or si, des points E et F, on mène les perpendicu- 
laires EP et FQ sur AB, il est facile de voir que Téquation 
précédente n'est autre que 

DP DQ 

-—==-—■ ou cos BDE e» cos ADF. 

DE DF 



j 
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Donc les angles BDE et ADF sont égaux. On prouverait 
de raèi^e que les angles BED et CEF, CFE et AFD sont 
respectivement égaux. 

Donc on obtient le triangle cherché en joignant entre 
eux les pieds des perpendiculaires menées des sommets 
du triangle donné su^ les côtés opposés. 

Au lieu de résoudre les équations de condition du maxi- 
mum ou du minimum de u : 

du du du 

dx ^ dy ^ dz 

on cherche souvent, quand elles sont compliquées, à les 
interpréter, comme dans cet exercice , de manière à en tirer 
d'autres conditions que celles- des valeurs dex,y,Zy etc. 

16. On donne deux droites qui se coupent et deux points 
situés dans Tangle qu'elles forment. Trouver sur les droites 
deux points tels que la somme de leurs distances entre eux 
et aux points donnés soit minimum. 

Soient A le point de rencontre des deux droites données 
AX et AY; D et E les deux points donnés; G pris sur AX, 
F pris sur AY les deux points cherchés. Après avoir mené 
de E sur AX la perpendiculaire EP et, de D sur AY, la 
perpendiculaire DQ, soient tirées les droites GE, GF et FD. 

Posons 

AP = a, AQ = 6, EP =p, DQ = 9, AG = X, AF = y. 

En représentant par u la somme des droites GE , GF et 
FD, on trouve que 

u = [p« -4- (a — x)*]* -4- [x'-H y*— âxy ces A]* -4- [q^ -+- (6 — y)*] '* 

et, en égalant à o les dérivées de u par rapport à a? et à ?/, 
a — X X — y cos A 

[p* -4- (a — a:)']^ [x* -»- y* — 2xy cos A] ^ 
b — y y — X cos A 

»— ■ ■■ '■■ ' ^"^ 'Il I, , SÏSH ■■■■^ " ■ ■■■- — — ■ - — ■■■■■ ■ ■■ ■ ■■.^.■. t. « 

[qf* -*- (6 — yf]* [x* -♦- y* — 2xy cos A]* 
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En interprétant ces équations, comme dans I exercice 
précédent, on trouve que, dans le cas du minin}|Lim, les 
angles EGP et FGA sont égaux, ainsi que les angles AFG 
et QFD. De là , une solution géométrique facile. 

17. Etant donnés trois côtés d'un quadrilatère, détermi- 
ner les angles qu'ils comprennent de manière que la sur- 
face du quadrilatère soit maximum. 

Soient a, 6 , c les côtés consécutifs donnés ; tt — 6 Tangle 
des côtés a et 6; n — 6' celui des côtés 6 et c. 

En représentant par u la surface du quadrilatère, on 
obtient 

M = a6 sin 6 -*- 6c sin ô' ■+■ ac sin (B -*- ô'). 

En égalant à o les dérivées de u par rapport à 6 et à 6% 

6co8 -*- c cos (ô -*- e') = o (i), 

6cose'-+- tteos(e -f- ô') = o (2). 

L élimination de G' entre ces deux équations fournit, pour 
déterminer 0, Téquation du troisième degré 

/a» -♦- 6* -^ c'\ , c' 

COS'ô-4- -COS'6 -=0. 

\ 2a6 / 2a6 

De même on déterminerait 0'. 

Mais, en supposant le quadrilatère inscrit dans un demi- 
cercle dont le côté non donné du quadrilatère est le dia- 
mètre, on trouve que les conditions exprimées par les 
équations (1) et (2) sont satisfaites, le côté non donné du 
quadrilatère étant d'ailleurs 

(a* -4- 6* -*- c* -♦- 2o6 cos 6)*. 

18. Trouver dans l'intérieur d'un triangle un point tel 
que la somme de ses distances aux trois sommets soit mi- 
nimum. 

Soient A, B, G les sommets du triangle; a, 6, c les côtés 
opposés; le point cherché. 
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Si, de 0, on mène la perpendiculaire OP sur AB et que 

Ton pose 

AP = a:,OP = y, 

on trouve qu'en représentant par m la somme des droites OA, 
OBetOC,ona 

w=r(x'-4- y*)* -+- [(c — x)'-+-y*]* -h [(«— 6cos A)*-*-(y — 6sin A)'J« 

et, en égalant à o les dérivées de u par rapport à x et à y, 

X c — X 6cosA — X 

(ar« H- y^)' [(c — x)* -*- y*j* [(x — 6cos A)*-^ (y— 6sîn A)*]* 

y y ^* sin A — y 

(x» ^ y»)* [(c — x)* -*- y*]"i [(x— 6 ces A)V (y -6 sin A)»]* 

• 

Or, si Ton désigne par et 6' les angles AOP et BOP, il 
est facile de voir que les équations précédentes fournissent 



sinO — sin 6' = 



cosô -*- coso' = 



6 ces A — X 



[(x - 6cos A)'-+- {y — 6sin A)*]« 
6 sin A — y 



[(x — 6cos A)*-t- (y — 6 sin A)']* 

Elevant au carré et ajoutant, on trouve 

4 

COS(0 + 6') = 

D où -4 0' = AOB = i 20». 

On prouverait de même que AOC et BOC valent cha- 
cun 120*». 

En représentant par ^ v et iv les droites OA, OB et OC, 
on trouve 

f* -♦- r^ -4- v' = c* , 

ti;'-4- tv) -*- 1* =6*, 







5s 
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-H 


c' — 


26» 
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-H 
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équations qui donnent, en représentant t -h v -h w par 5, 

__ s 6* ^- c* — 2a« 

o 
s 

5 

Ce problème est célèbre dans Thistoire des mathémati- 
ques et M. J. Bertrand en a donné une solution très-pra- 
tique dans le Journal de Liouville, tome VIII. 

Section IV. — Fonctions dont les variables sont liées 

par des équations. 

^ Soit u = f{xjy,ZyVyW.,*.) 

une fonction de m-h n variables liées par les n équations 

L = o, M = o,N = o . . (1). 

Pour déterminer les valeurs des variables qui peuvent 
correspondre aux maxima et aux minima de u, on égale à o 
la différentielle totale de u et Ion différentie les équa- 
tions (1) par rapport à toutes les variables qu'elles contien- 
nent. Des n + 1 équations ainsi obtenues, on élimine, 
souvent avec avantage par la méthode des multiplicateurs, 
les différentielles des w variables dépendantes et, dans 
réquation finale, on égale à o chacun des coefficients des 
différentielles qui restent. Ce procédé fournil m équations 
qui, jointes aux n équations (1), fournissent les valeurs 
cherchées. 

Pour chaque système de ces valeurs, on reconnaît qu'il 
y a maximum ou minimum au moyen des dérivées par- 
tielles du second ordre de u et des inégalités connues. La 
nature de la question exempte parfois de ce calcul souvent 
laborieux. 



j 
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Exemple I. 

Soit à chercher le maximum et le minimum de la fonc- 
tion 

u = a sin'x -+- 6sin*y, 

X et ^ étant liés par Féquation 

y^^ = l (^)- 

Égalant à o la différentielle totale de ti et difTérentiant (1), 

on a 

a sin 2xdx -*- 6 sin 2y dy = o, 

dy — dx= 0. 

Eliminant dy et égalant à o le eoeflieient de dx dans 
réquation résuUajite, on trouve 

a sin î2x -4- ft sin 2y = (2), 

et le système des équations (1) et (2) doit fournir les valeurs 
des variables correspondant au maximum et au minimum. 
Or, de (l),on tire 

^ 4 

et, par suite, 

sin 2t/ = sin 1 2ar h — 1 = ces 2ar. 

Sub$titi]ant cette valeur de sin %j dans (2), on obtient 

b 
tang 2x == • 

Cl 

D'où 

sin' or = ^ , siir y 



et 



2 (a' -i- 6')^ 2 (a' h- A-)^ 

n = ^ [a -+- 6 db (a« -4- 6«)^]. . 



Le signe supérieur donne pour xi un maximum et le 



signe inférieur un minimum. 
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Exeaiple II. 

Par un point donné mener un plan tel qu'il forme avec 
les plans coordonnés un tétraèdre minimum. 

Soient l'origine des coordonnées rectangulaires ; A , B 
et C les points où le plan cherché rencontre les axes OX, 
OY et OZ; a, 6, c, les coordonnées du point donné. 

Posant OA = .x, OB = y et OC = z, on irouve que la 
fonction dont il faut trouver le minimum est 

xuz 

() 

les variahlcs étant liées par l'équation 

abc 

— -4- — I- -=1. . . . • . (i). 

X y z 

La fonction proposée donne 

log u = logx -f- logy -♦- logz — log6. 

Egalant à o la différentielle totale de cette expression et 
différentiant (1), on a 

dx dii dz 

H- — H =0, 

X y z _ 

adx bdy cdz 



X* y* ^ 



= 0. 



Entre ces deux équations, il faut éliminer dz et égaler 
à 0, dans l'équation finale, les coefficients de dy cl de dx. 
On y parvient élégamment par la méthode du multiplicateur 
indéterminé. 

Multipliant donc la première de ces équations par le fac- 
teur indéterminé X, soustrayant de l'équation résultanlf la 
seconde équation, membre à membre, puis égalant à o les 
coefficients *le rfx, dy et dzy on trouve facilement 

a h c 
X y z 



I . 
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D OÙ 3a= -h h -=1en vertu de I équation (1). 

X y z 

Donc, A = - 

3 

et, par suite, 

, ^^^^ 
X = 3a, y == 36 , z = 3c et M = • 

On reconnaît aisément que celle valeur de u ne peut être 
qu'un minimum. 

Exemple III. 

Décomposer le nombre n en trois parties telles que la 
somme de leurs carrés soit maximum et que, multipliées 
respectivement par les nombres a, b et c, la somme algé- 
brique des produits soit nulle. 

Soient x^ y, z les parties. 

On aura à chercher le maximum de 

tt = X* -f- y* -f- z\ 
les variables étant liées par les équations 

. . • • • * Il j. 

ax -¥■ hy -^ cz •= 0, 

Egalant à o la dérivée totale de u et diflférentiant les équa- 
tions (1), on a 

xdx -4- ydy -*- zdz = o (2), 

dx -^ dy -^ dz = (5), 

adx -f- bdy ■+- cdz = o (4). 

Entre ces équations il faut éliminerez et dy, puis, dans 
réquation finale, égaler à o le coefficient de dx. On y par- 
vient élégamment comme suit : 

Multipliant (3) par X et (4) par — p. (i et p. étant des 
multiplicateurs indéterminés), puis additionnant, on trouve 

UfjL -\- X = A, h/Lc f- y -^ A, {> -+- s = A . . (5). 

10 
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De ces équations, jointes aux équations (1), il faut tirer 
les valeurs de x , y , z , X et fx. 

Additionnant les équations (5) , on a 

(a -+- 6 -+- c) fx -+- n = 3a. 

Les additionnant de nouveau après les avoir multipliées 
respectivement par a, 6 et c, on trouve 

(a* -f- 6' -f- c*) A* = (a -4- 6 -*- c) >. 

Posant a -f- 6 -f- c = s, et a* -t- />* -t- c* = «j, les deux der- 
nières équations s'écrivent 

5i fx -♦- n == 3a , 

Dou '^=="i ï^^^"^^ î' 

Substituant ces valeurs de p. et de ^ dans les équations (3), 
on trouve 

(sj— a.s,), 



oS^ — Si 

y == z i (»« — '^^O» 

oSf ■"" Si 
Z = ^ («î — CSj). 

Le maximum demandé est donc 



n* 



ti = 



- [(Sj - asif -^ (Si — 6s,)* -4- (s,— cs,)«J. 



(3sj— s,') 

Exemple IV. 

Partager un nombre donné a en n parties telles que leur 
produit soit un maximum. 

Soient x,y, z, v^tc les n parties, on aura à cher- 
cher le maximum de 

w = xyzvw , 

les variables étant liées par lequation 

X '\- y -\- z -\- V '\- w '\- .... = a . . . (|). 
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Egalant à o la diflerentielle logarithmique de n et diiïé- 
rentiant (I), on a 

dx dy dz dv dw 

— H 1 1 1 H ...=o, 

X y z î; w 

dx -+- dy -♦- c?z -4- dv h- dw -4- . . . = 0. 

Multipliant la première équation par le multiplicateur 
indéterminé 1, additionnant Téquation résultante avec la 
seconde équation et égalant à les coefficients de dx, dy, 
dz, dv, dw ,.,, on trouve 

x=:x = y = z = v = w = 

D ou wA = a et A = - • 



11 



a la'" 



Donc x = y^=z=v = w..,. = -eiu 

n \n 

Ce problème permet d'en résoudre nombre d'autres très- 
facilement. 



x' y 
les variables étant liées par Téquation x -^ y=^c» 

a* 6» 
Pour x = c -^ ï et y = c -^ j , on trouve 

a' -4-6* a» -H 6' 

u =— r o» -4- 6» j f a" -+- 6' j, un minimum. 

2. M = 5x H- Zy, 

X et y étant liés par Féquation 4sinx — Scosy = 0. 

On trouve 

(3\* 3 

- ) -f- 5 arc cos — = 5,1 "iS . . , un mt'ixiraum. 
4/ 4 

5. t/ = (mx -*- n) {ny -4- m) , 

X et y étant liés par Téquation a"" -h 6"^==c. 
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En faisant usage des logarithmes et de la méthode du 
multiplicateur indéterminé, on trouve que 

log (a"6"'r) log (a"b'"c) 

pour mx-\-n = ^. et ny -^ 7n= — -- — - — ' 

^ 21oga ^ 21og6 

[log (a"6'"c)> 

M. = — . f^^ un maximum. 

4 log a log h 

4. M = (oc + a) {y -4- 6) (s -♦- c) , 
Xy y et z étant liés par lequation 

En opérant comme dans Texercice précédent, on trouve 
aisément les valeurs de oc -h a, i/ -f- 6, r h- c et de 

(log karV'ef 

u = , un maximum. 

''27 logalogôlogc 

Téquation x -\- my'^ -f- nz" = a 

liant les variables. 

Par la méthode du multiplicateur indéterminé, on trouve 

facilement 

a' 
Il = un maximum. 

27m/i 

6. u = cos a: cos y cos z , 

réquation de liaison des variables étant 

JC -H t/ H- Z = TT. 

En égalant à o la différentielle logarithmique de la foiie- 
tion et employant le multiplicateur indéterminé , 

tang X = tang y = tang z. 

D^où ni, 

X = î/ == 5 = - et w = --, un maximum. 

7. H = (a' — 1 ) (hy — 1) (r - 1), 

X, y,z étant liés par lequation (t'b^if = A*. 
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Faisant usage des différentielles logarithmiques et du 
multiplicateur indéterminé, 

11=: Ik^ — iy ^ un maximum. 



' " = (^^) (^^) (^) 



u 



I équation de liaison étant x"y''z' = A. 

Opérant comme dans les exemples précédents, on obtient 
pour maximum de la fonction proposée 

9. w = x'^i/z^t^ 
les variables x, i/, z et / étant liées par Téquation 

X -*- 2^ -f- 5z H- 4f = rt. 

On trouve pour maximum de la fonction 

10. L'un des angles obliques d'un triangle sphérique 
rectangle est donné : déterminer les côtés qui compren- 
nent cet angle, de sorte que leur différence soit la plus 
grande possible. , 

Soient o Tangle donné, cp et 9 les côtés (|ui le compren- 
nent, cp représentant Tliypothénuse. 
Il faudra chercher le maximum de 

Cp et 9 étant liés par Téquation 

tango =3 cosa tang '^. 
On trouvera que pour 

tangy = (seca)* et tange = (cosa)% 

u est maximum. 

1 1 . De tous les parallélipipèdes rectangles dont la somme 



?' 
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des arèlcs est la même, quel est celui dont le volume est 
le plus grand? 

Soient x, y, z trois arêtes contiguës, a leur somme. 

On aura à chercher le maximum de 

u = xyz , 

X, y, z étant lies par Téquation 

X -h y -¥- z = a. 
C'est le problème présenté comme exemple IV. 



a a' 



Pour x = y = z = — iU = —-t un maximum. 

12. De tous les cylindres droits, à base elhptique, que 
Ton peut inscrire dans une sphère donnée, quel est celui 
dont le volume est maximum? 

Soient x et y les demi-axes de Tellipse de base; z la hau- 
teur du cylindre; a le rayon de la sphère. 

Il faudra chercher le maximum de 

u = TTxyz , 

les variables étant liées par Téquation 

ac* -4- y* -H z' = a*. 

En faisant usage des logarithmes et du multiplicateur 

indéterminé, on trouve que pour 

a 
x = y=z. 



na^ 



u == -^^^^est le maximum cherché. 

L'ellipse de base doit donc être un cercle. 
13. Plus courte distance d'un point à un plan. 
Soient a, 6, c les coordonnées du point; 

kx -♦- Bjy -4- Cz -f- D = l'équation du plan . . (|). 

On aura à chercher le minimum de 

u = |/(a; — af H- (y — Cf-^ (z — c)\ 
a;, y et J2 étant liés par Téquation (1). 
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Égalant à o la différentielle totale de u et différen- 
tiant (1), on a 

(x — a)dx -^ [y — b) dy -+- (z — c)dz = o, 
Adx -+■ hdy -+- Cdz = o. 

En faisant usage du multiplicateur indéterminé, on trouve 

X — a y — 6 z — c 
A "" B ^ C 

Doù, par les propriétés connues des rapports égaux, 



{x—aY H- {y-bf -f- (z-cf _^ \/{x-af-^{y-bf-i-{z^cY 



A(x-a)-+-B(î/— fe)4-C(z— c) \/A'-t-B*-+-C* 

ou w* w 



— (Att -*- B6 -H Ce -H D) v/ A* -+- B* -+- C* 

D'où Aa -H B6 -4- Ce -+- D 

rp l/A* -H B* -+- C^ 

14. Maximum et minimum de la distance d'un point 
donné à une sphère donnée. 

Soient a, 6, c les coordonnées du point donné ;x,y,z les 
coordonnées courantes des points de la sphère; a, (3, y les 
coordonnées de son centre; R son rayon. 

On aura à chercher le maximum et le minimum de 

u = y^(x — a)* -f- (y — bf -+- (5: — c)\ 
Féquation de la sphère 

(x-«)^+(i/-fif -+-(z-r)^ = R* . . . (1) 

liant les variables. 

La règle fournit les équations différentielles 

{x — a) dx -{- (y — b) dy -^ (z — c) dz = o . . (2), 

{x — oi)dx -{- (y — p) dy -+- (z — y)dz=^o . . (5). 

Soustrayant ces deux équations, on trouve que Tune 
délies, (2), peut être remplacée par 

(a — a) rfx -*- (6 — /3) rfy -f- (c — y)dz ^=0 . . (4). 
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Multipliant (4) par le facteur indéterminé /, retranchant 
(5) çt égalant à o les coefficients des différentielles^ on 
trouve 



X — a y — Q z~y l/(x— a)* -+- (y—p>Y h- {z — yf 



D où, en représentant par D la distance du point donné 
au centre de la sphère, laquelle est 



R, 

X — a = =b— (a— a), 

R, 

z— r = =t:~(c — r). 

Et, par substitution, u =D =t R. 
, Le signe supérieur correspond au maximum , le signe 
inférieur au minimum. 

1 5. La surface (x* -f- y' h- z^ == oV -4- 6y -♦- cV (1 ) est 
coupée par le plan Ix H- m\j-^nz=^o. Trouver le maxi- 
mum et le minimum de la distance du centre de la surface 
à un point du périmètre de la section. 

En représentant par r la distance dont il s agit, il faudra 
déterminer le maximum et le minimum de 

r* = X* -4- y* -H z*, 

les variables x,y, z étant liées par les deux équations de la 
surface et du plan. En opérant comme dans Fexemple III, 
on trouvera pour déterminer le maximum et le* minimum 
de r réquation 

/* ni* #i' 

(1) est la sur face d'élasticité et Téquation précédente sert 
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à trouver les vitesses de Tonde propagée dans un milieu 
cristallisé. (Fresnel et Herschell.) 

1 6. Un paraboloïde elliptique est coupé par un plan per- 
pendiculaire à Taxe. Trouver le plus grand parallélipipède 
rectangle que Ion puisse inscrire dans la portion de para- 
boloïde déterminée par le plan sécant. 

Soient a la distance du plan au sommet du paraboloïde; 
X, y, z les coordonnées de l'un des points communs au 
paraboloïde et au parallélipipède. 

Il faudra chercher le maximum de 

u = ^(a — x) yz (volume du parallélipipède), 
X, y, z étant liés par Téquation du paraboloïde 

y* z* 

On trouvera que, pour 

le maximum est 

Il = a* y^p(]' 

Si le paraboloïde était de révolution, on aurait u =» a*p. 

17. Trouver Taire de la section faite dans un hyperbo- 
loïde à iine nappe par un plan qui passe au centre. 

La section est une ellipse dont les axes sont les valeurs 
maximum et minimum du rayon vecteur 

/• = i^x* -«- y* H- z\ 
les variables x, y et z étant liées 

X* f/* z^ 

!• par h •— — -—=1, équation de Thyperboloïde ; 

2* par Ix -\-my-^ nz=:o, équation du plan sécant. 
En opérant comme dans Texemple III, on trouve pour 



iU EXERCICES MÉTHODIQUES 

déterminer le maximum et le minimum de r 1 équation 



aV bhn* ch^ 



r^-.a^ r^^h* r' -+- c* 



= 0. 



Ordonnant par rapport aux puissances décroissantes der* 
et divisant par le coefficient de (r')*, on trouve que le der- 
nier terme, produit des deux racines, est 



«/.««« 



a'b'c 



Donc Faire cherchée est 

nabc 



18. Trouver la surface de Tellipse dont 1 équation est 

A(x — a)« ^ 2B (x — a) (y — p) ^ C (y — p)' -f- i = o (I), 

a et P désignant les coordonnées du centre. 

Les axes de Tellipse cherchée sont les valeurs maximum 
et minimum du rayon vecteur dont le carré est 

r* = (x — af H- (y — P)' -+- 2 (x — a) (!/ — p) ces e , 

étant langle des axes et x, y, z étant liés par 1 équation 
de la courbe. 

Egalant à la différentielle totale de r, différentiant (1) 
et faisant usage du multiplicateur indéterminé X, on trouve 
que les coefficients de dx et de dy, égalés à o, donnent 

A [(x — a) H- (y — p) cosô] -4- A(x — a) -t- B(y — p) = 0, 
A [(y — P) -+- (x — a) cosô] -4- C (y — p) + B(x — a) = o. 

Multipliant la première de ces équations par x — a, la 
seconde par y — (3 et additionnant, on trouve 

i 



Ar' — 1=0, d'où A = , 
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t 

Substituant cette valeur de ). dans les deux équations, on 
peut éèrire les résultats comme suit : 

(--f-AJ(x — a) -f- (-cosô + BJ(i/-?) = o, 

(~ COS^-i-BJ (x - a) H- (~ -f- C] (1/ - P) = 0. 

Pour éliminer x — a et // — p, il suffit de remarquer 
que les seconds membres de ces équations étant nuls, le 
dénominateur commun de x — a et y — (3 doit être nul 
aussi , ce qui fournit 

(^-^A)(^,-Hc)-(icosa^By = o. 

Doù 

(AC — B*) r* ^ (A -V- C— 2B cosô) r* -4- sin*ô = o. 

Après avoir divisé par AC — B*, on voit que le dernier 

terme de cette équation, produit des racines, est ^ 

77 sin e AC — B 
et que, par conséquent, Taire cherchée est — zzzznzr ' 

19. Trouver le volume de Tellipsoïde dont Téquation est 

ax' H- ay -f- a"z^ -f- 26yz -4- 26'xz -t- 26"xy = c. (i). 

Les axes principaux de lellipsoïde sont les valeurs maxi- 
mum et minimum du rayon vecteur 



r = V/x' -^- t/« -f- z' (2), 

les variables étant liées par l'équation (1). 

En égalant à o la différentielle de (2), différentiant (1) 
et faisant usage du multiplicateur indéterminée, les coeffi- 
cients de dx, dy, dz égalés à o donnent 

( ).x -\- ax -^ h'z -4- Vy = o, 
>7 -t- a' y -\- bz -\- Vx = o , . . . . (5). 
>z -+- a'z -\- by + b'x = o. 
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MultipliniU ces équations respeelivement par x, y, z ei 
additionnant , on trouve 



c 



Substituant cette valeur de 1 dans les équations (3), il 
vient 

(~ — ajx — b"i/ — b'z = 0, 

6"x— (4 — «'j!/ -V- 6z = , . . . (4). 



6'x 



6y--(^_a"jz =0. 



Pour éliminer x, y, z, même remarque que dans Texer- 
cice précédent, ce qui fournit 

Ordonnant par rapport aux puissances décroissantes de r' 
et observant que le dernier terme est le produit des racines , 
et par conséquent celui des carrés des axes principaux, on 
trouve pour le volume cherché 

s 

4Tr r* 

20. Trouver la plus petite ellipse que Ion puisse cir- 
conscrire à un triangle donné . 

Soient OXY le triangle donné; OX = a, OY = 6 et 
langle YOX = 0. En prenant pour origine, OX et OY 
pour axes des x et des y, et représentant par a et (3 les 
coordonnées du centre de Tellipse cherchée, Féquation de 
cette courbe peut s écrire 

A(x — a)*-^2B(x — *)(«/— jS)-f.C(t/ — /3)'-*-l«:o. (I). 
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En exprimant que la courbe doit passer par les points 
O, X et Y, on obtient trois équations qui fournissent pour 
les coefficients A , B et C : 



B = 



C = 



a (ab -^ ôa — ah) 

(2a — a) (2)3 — 6) 
2a/3 (a6 -♦- pa — ab) 

2a — a 



|3 (ab -4- fitt — o6) 
I/aire de Tellipse (1) est 



TT sin 

(voir Texcrcice 18.) 



(AC — B')^ 

expression qui sera un minimum si AC — B' est un maxi- 
mum. Substituant les valeurs de A, B, C dans AC — B* et 
cherchant quelles sont les valeurs de a et de (3 qui corres- 
pondent au maximum de la quantité résultante , on trouve 

a b 

a==-- et 3=— • 
3 3 

Par suite , 

o Ù Ù 



L'aire cherchée est donc 



I 

Un 



ab sin 0. 



3V/3 

(Eiiler, Solution de Bérard.) 
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CHAPITRE XI. 



TANGENTES ET, NORMALES DES COURBES PLANES. 



En désignant par oc' et?/' les coordonnées courantes; 
par xei y celles du point de contact de la tangente; par S/, 
S„, T et N, la sous-tangente, la sous>normaIeJa tangente 
et la normale, on a 

A. En coordonnées rectilignes rectangulaires. 

a. L'équation de la courbe étant de la forme y = f(pr), 

dy 
W y" !/ = "7" (^' — ^)> équation de la tangente; 

1 

(2) y' — y = j- (x' — x), équation de la normale; 

dx 
S. = ^..(3); S.=,| . . (4); 
dx 



T=y /*-4v--(^)'^=î'\/^-(iy («)' 



V'^1 



et,/) désignant la perpendiculaire menée de Torigine sur 
la tangente, 

dy 

v= ==: — (7). 

v/-(ir 
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[3. L équation de la courbe étant de la forme F(x, y) é= o. 

dF dF 

(8) (y' — y) - — h (.r' — x) -- == o, équation de la tangente; 

dy dx 

X / , x^^ , ^dF 

(9) (y — y)- (x — x) —= 0, équation de la normale; 

dF dF 

s. = -y:]B- • 0^);s« = -.v— . . . (H); 



1=2/ 



(/x 



dy 




idFy 
dy^ 
e/F 

\rfar/ 



(i2); N= 



;N=y / i 



dx 
dF 



(13); 



P 



dF dF 

dx dy 



V{ 



dxJ \dyl 



. . . (14). 



B. En coordonnées polaires. 



t et r représentant Tangle polaire et le rayon vecteur, 
IX l'angle de la tangente et du rayon vecteur, 

dr 



n 



dt 



0«), 



T=r 




'drV 
idtl 



(l7),N=yr^-. (^)\ (18), 



langp==^ . . (19),;) = 
dt 



N/-ÊJ 



. . (20). 
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Exemple I. 

Trouver les éléments principaux de l'ellipse dont Téqua- 
tion est 

En dérivant, on trouve 

rfF_^2x c/F_^2y 
dx a* dy 6' ' 

et, en remplaçant -r-^^-r pa»* '<^"»'s valeurs, on tire suces- 

ax (Il v I 

sivement : 

1*» De lequalion (8), 

pour équation de la tangente. 

2° De réquation (9) , 

2x 2v 



a 



ou 



(y' - y) ^ (a^^--^)y 



pour équation de la normale. 
5° De réquation (10), 

6* __ a* — x' 
'~"~^2x"" X 

4" De réquation (H), 

2x 
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3» De l'équation (12), 



161 



T=y 



V b 



6» 






6" De l'équation (13), 



l-2x\* 



N = y 



n/' 



i ■+- 



a* 

\6«/ 



="\/5-f 



7° De 1 équation (14), 



P = 



2x "lu 



1 



vishm vi-î 



Ces éléments peuvent servir à en calculer d'autres. 

Ainsi, en faisant tour à tour y' = o et oc' =o dans 
I équation de la tangente, on trouve que les distances de 
l'origine aux points où la tangente coupe les axes des x et 
des y sont 

X == — et y = — • 
X y 

Il en résulte que la surface du triangle compris entre la 

tangente et les axes est , et que la portion de tangente 

2xy 

mlerceptee par les axes est 



V x* ty* 



X- y' 
De l'expression dep, on lire 



V a* t* p 



il 
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et, par siiiie, la portion de tangente trouvée peut sVerire 

«^'^^ Il j 1 . * «*!/ 
el la longueur de la tangente, — - • 

pxy px 

La soustraction donne 

pxy px pxy py 

Le produit des portions de tangente comprises entre le 
point de contact et les axes est donc 

a'y 6'x a'6* 
px py "^ />* 

On calculerait facilement encore que la distance du foyer 
à la tangente a pour expression 

aV , 

-— -5 c étant égal à Ko* — 6' , 

p [ar -H ex) 

et que Tabcisse et Tordonnée du point où cette perpendi- 
culaire rencontre la tangente sont respectivement 

a' (c -i- x) ahf 



et 



a* -^ ex a* -f- ex 



La distance du centre de Pellipse à ce point est, par con- 
séquent , 



V 



a* (c -t- ar)* a*y* 

(a* H- ex)* (a* -+• ex)' 

comme on le trouve en géométrie analytique. 

exemple II. 

Calculer les éléments principaux de la spirale logaritli- 
miqiie dont Féquation est 

r = a«"*'. 

dv 
1° L'équation (15) donne» puisque — = wiae*", 

dt 



/ 
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li en résulte que le lieu des extrémités de la sous-nor- 
male est une spirale semblable à la proposée. 
2* L'équation (16) fournit 

S, =r — = _ = - rrc"". 
mr m m 

Le lieu des extrémités de la sous-tangente est donc encore 
une spirale semblable à la proposée. 
5" D'après Téquation (17), 



/ ,.* ,, 

T=r\/l -4-— TT = -|/l-f-»W*. 

i"" En faisant usage de Téquation (18), on trouve 



5" On obtient, équation (19), 

r i 
tang f* = — = — • 
mr m 

L angle de la tangente et du rayon vecteur est donc con- 
stant. 

6" Enfin, en employant Téquation (20), on obtient 



/)== 



r* r 



V/r*VmV V/fT«i» 



1 . La somme des distances de Torigine aux points où la 
tangente rencontre les axes est constante dans la courbe 

On trouve, en effet, que la somme cherchée est a. 

2. La tangente à la courbe 



X 



est constante 



a y 
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En effet, on obtient, T = a. 

5. Dans la courbe dont Téquation est 

y 
c« = x'— a*, 

la somme de la tangente et de la sous-tangente est propor- 
tionnelle au rectangle des coordonnées du point de contact. 

La somme dont il s agit est —' 



a 



4. Dans la spirale hyperbolique dont Téquation est 

a 
' """ t 
le lieu de Textrémité de la sous-tangente est un cercle. 

On trouve S, = a. 

«^). La courbe qui a pour équation 

46y = 4ff 6x — (a* -I- 1 ) x* 

fait avec Taxe des abcisses deux angles supplémentaires Fun 
de Tautre. 

X = et X = -r sont les abcisses des points où la 

ar-¥- \ 

courbe rencontre Taxe en question et, pour ces valeurs 

de jt:, on trouve 

dy du 

-^ = act-~ = — a. 

dx dx 

6. L'aire du triangle compris entre la tangente à l'hy- 
perbole xy = A:* et les axes-asymptotes est constante. 

L'expression de cette aire est 2A:^ 

7. Le centre d'une ellipse coïncide avec le sommet d'une 
parabole et le grand axe de la première courbe est perpen- 
diculaire à l'axe de la seconde. Pour que l'ellipse coupe 
la parabole à angles droits, quelle doit être sonexcenti'icilé? 

X 1/* 

Soient -- -h ^8= I et x* = 2»y 

les équations do rdlipse et de la parabole. 



/ 1 
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Les coeflicîents angulaires des tangentes aux courbes » 
aux points communs, sont respectivement 

dy 6*x dy x 

dx a*y dx p 

et la condition de perpendicularité des tangentes fournit 
aisément pour Texcentricité e cherchée 

X 

t 

8. Dans la spirale dont I équation est 

i angle de deux tangentes menées aux extrémités d'une 
corde passant par le pôle est constant. 

En effet, on trouve fx = n^ et, en désignant par w.' Tangle 
correspondant à ^ -+- tt, |x' = n (^ -+- tt). 

La différence de ces deux angles, ou Tangle des tangentes 
dont il s'agit, est donc nn. 

9. Dans rhypocycloïde 

ISS 

j^ -f. y^ = a' , 

prouver (|ue la portion de tangente interceptée par les axes 
est constante et chercher lexpression de la perpendiculaire 
menée de lorigine sur la tangente. 
La portion de tangente est a 

^^ p = (axyf. 

10. Dans la cardioïde 

r = o (i — cos , 

langle du rayon vecteur et de la tangente est la moitié de 
celui que le rayon fait avec Taxe polaire, et les cordes pas- 
sant par le pôle sont de longueur constante. 

On trouve a = - e. 
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D'autre part, en désignant par r le rayon veeteur de 
même direction que r, mais de sens opposé , on a 

r' = o [1 — eos {t -¥- ir)] = a (1 -f- cost). 

Donc, r -+- r' = 2a. 

11. Distance du pôle à la tangente et angle de celle-<;i 
avec le rayon vecteur dans la courbe dont Féquation est 

rsssa (sect — tangt). 
On trouve 

Î2cir î2ar* 
lang tx = , fi = — 1= ' 

13. Éléments principaux de la courbe logarithmique 
dont réquation est 

X 

y = ce\ 
On trouve 

y' — y x' — X 

' —= , pour équation de la tangente; 

y • a 

y^y ^ 



« y 



, pour équation de la normale ; 

S, = a;Sn-= ^;T = i^o»-Hy';N = ^k'a'-Hy«; 

a a 

y(a--x) 
p = , 

Va* -h y* 

13. Éléments principaux de la cissoïde de Dioclès 

Z' a — X 

x«(3a — 2x), , ■ 
y' — y = ~ (X — X) est lequation de la tangente ; 

2 (a — x)* 

2 (a — xf 
y' — y = — — j ^(x' — x), réquation de la normale ; 

x»(3a — 2x) 



/ 
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^2x (a — x) x^ (3a — 2x) 

T = — - V ; ^ = Ti^x (4« - 5x); 

i>a — 2x ▼ a — X 'i{a — x)' 



o 



X- 



|/4a — Dx 

1 4. Éléments principaux de la eyciolde 

a — y -/ 

X = a . arc cos — V "lay — y*. 

a 

On obtient 

V2a — V 
^(x' — x), pour équation de la tan{$ente; 
y 

ij — y= — \/ ^ — (x'—x), pour équation de la normale; 

«a y 

yV^y — xl^âa — y 

V = = • 

15. Eléments principaux de la chaînette 



y_||e^^, ') 



On obtient 






, poul* équation de la tangente; 



a l/y*-^u^ 



, pour équation de la tiormalc; 
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a / ^ -t\ gy 

Quand x = o, p = a. 

16. Éléments principaux de la circonférence dont un des 
points est pris pour pôle. 

La circonférence a pour équation r = a cos/. 



S„=-\/a'-r»,S,= 



ar 

T= ^ ,N=a, 



l^o»— r* 



r r' 



tang/u = ^ , p = — • 

|/a'— r» « 

17. Eléments principaux de la lemniscate 

r' = a* cos 2^ 



En représentant l/a* — r* par R, on obtient : 

R 7^ a^r 

N =— , tangfx = — -, p = -. 
r R a' 

18. Eléments principaux de la spirale elliptique 



l/a* — 6* t = a . arc cos 



i^a*— />* 



r 

En représentant par R la quantité |/r' — (a* — 6*) , on 
trouve 



r ar r |/6' -+- r* 



S„ = — R, S/ == — , T «= 
" a ' R' R 

N =-K 6* -+- r', tang/t£==:-,p = 



« R • V/6'-4-r» 
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CHAPITRE Xll 



asymptotes: 



Soit y = f{x) 1 équation d'une courbe rapportée à des 
coordonnées rectilignes. 

Si l'on peut développer f(x) suivant les puissances des- 
cendantes de X de sorte que 

y==a„x"'-+-a^_4X"'~'-f- -f-aia:-f-a„-4-a_i — ho_f — -»-elc., 



X X' 



alors les termes qui contiennent x en dénominateur sont 

nuls pour x = oo et Téquation de l'asymptote est 

* 

c est-à-dire une courbe de degré quelconque. 

Le cas le plus important dans les applications est celui 
où Tasymplote est une ligne droite, où I équation précé- 
dente se réduit à 

y = ttiX •+■ a„. 

Dans ce cas, on peut encore, au moyen de Téquation de 
la courbe, déterminer les coefficients ai et Oo de lasymp- 
totc , sachant d'après la théorie que, pour x = 00 , 

y 

Ui = limite de — > 

X 

Qo = limite de (y — ajx). 

Enfin, en considérant l'asymptote rectiligne comme 
limite des tangentes, on peut, après avoir obtenu l'équa- 
tion de la tangente à la courbe , déterminer ce que devien- 
nent l'abscisse et l'ordonnée de cette droite à l'origine 



170 EXERCICES MÉTHODIQUES 

quand x = x ; éléments suffisants pour fixer la position de 
lasymptote et parvenir à son équation. 

Quant aux asymptotes parallèles à l'axe des ?/, si 1 équa- 
tion de la courbe peut être ramenée à la forme y = f{x) 
et que k soit une des valeurs de x pour laquelle j/ = oo , 
I équation de lasymptote est 

Si réquation de la courbe ne peut être résolue par rap- 
port à ?/, on en tire la limite de — quand y = 00 ,et,si cette 

y 

limite est nulle, Téquation de lasymptote mise sous la forme 

fournit, par substitution, lasymptote parallèle. 

Des procédés inverses fournissent les asymptotes paral- 
lèles à Taxe des x. 

Dans le cas où Téquation de Tasymptote est de la forme 

y s= Ojx' ■+- ttjX -f- «o, 

la théorie enseigne que I équation de la courbe fournit, 
pour X = 00 , 

a4=lim.--j 
x' 

y — OjX* 
a, = lim. > 

X 

«o = lim. (y — o^x* ■+- ajx). 
Etc. 

Soit F (r, = 1 équation d'une courbe rapportée à des 

coordonnées polaires. Si Ton représente par a l'angle de 

l'asymptote rectiligne avec l'axe polaire et par ^ la distance 

de l'asymptote à une droite parallèle menée par le pôle, on 

a , pour r = 00 , 

a =s lim. ty 

<J = lim. r(( — a), 
limites que l'on détermine au moyen de l'équation de la 
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courbe et qui sulfiscnl pour fixer la position de l'asymptote. 
Comme applications des moyens que Ion emploie pour 
trouver les asymptotes rectilignes des courbes, on démon- 
tre dans les cours les propositions suivantes : 

1 . Quand Téquation d'une courbe peut être mise sous 
la forme 

a'"v (-) -^^"'Y (-) -+- ii""^ (-) -^- etc. = o {mynyp, etc.), 
les valeurs limites de-, c'est-à dire celles de «i, sont les 

X 

racines réelles de t équation 
et Ton a 

«« = — Tr'\' 
? («0 

Que si ^ (ai) = o et (p'(ai)= o, les valeurs de Oo sont four- 
nies par l'équation 

?" (««) 
al — h a„^' (aj) -+- x (« i) = o. 

Etc. 

2. Quand l'équation d'une courbe de degré m est rame- 
née à la forme 

? W y" ■*- ^ (^) y"~* -+- ^ (^) y"~' -+- etc. = o, («<m) 

les racines réelles de l'équation 

déterminent toujours, si elles n'annullent point »// (x), les 
asymptotes parallèles à Taxe des y 

* 

3. Etant donnée l'équation des courbes polaires 

f (t) r*" -f- ^ (f) r"'-* -f- % {t) r'"-' -+- etc. = o , 

l'équation ^ (o:) = o 

détermine, par ses racines réelles , les directions des asymp- 
totes et Ton a 



lini.r(<-4=-^ 






172 EXERCICES MÉTHODIQUES 

Exemiple I. 

Soit proposé de trouver les asymptotes de la courbe dont 

l'équation est 

x' — y(x — a) = 0. 

Cette équation peut s'écrire 



x' 



X — a 



et Ton voit que a: = a donne y = 00, Donc la courbe a 
d'abord une asymptote rectiligne parallèle à Taxe des y et 
dont réquation est 

En effectuant la division de x' par x — a, on obtient 

a' a* 

M = x' -♦- ox -♦- a* -f- 1 — r -+- etc., 

X x' 

c est-à-dire y développé suivant les puissances descendantes 
de X. 

Donc la courbe proposée a une asymptote parabolique 
dont réquation est 



ou 



y = X* -4- ox -+- o' 

3«' / aV 



Exemple II. 

Chercher les asymptotes des courbes du deuxième degré, 
renfermées dans Téquation générale 

Ay' -+- Bxty -♦- Cx* -4- Dy -♦- Ex -♦- F = o. 

En réunissant dans un seul les termes du deuxième 
degré et dans un seul ceux du premier, Téquation peut 



s'écrire 



xM A ^ + B^ + c] 4- X [ D ^ -+- EJ ^ F = o. 



J 
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Les valeurs de ai sont donc les racines réelles de Téqua- 
tion 

cest-à-dire 



a, 



2A 



Or, dans TeUipse, B* — 4AC est négatif, ce qui donne 
des valeurs de a^ imaginaires. L'ellipse n'a donc point 
d'asymptotes. 

On a ensuite 

Da4 -4- E 



o« = 



2Aa4 -+- B 
et, par conséquent, pour équation des asymptotes, 

Da, H-E 



y = o^x — 



2Aai -4- B 



équation dans laquelle il faudrait remplacer a, par ses va- 
leurs. 
Dans la parabole, B* — 4AC = o et les valeurs de a^ se 

réduisent à une seule, Ut = . Or,^ pour cette valeur 

de fli , le dernier terme de l'équation de l'asymptote devient 
infini. Donc l'hyperbole est la seule courbe du deuxième 
degré qui ait des asymptotes. 

Exemple III. 

Soit f/* = ajc* -H x^ 

lëquation d'une courbe dont il faille chercher les asymp- 
totes. 
L'équation de la tangente à la courbe est 
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En posant x' = o, on trouve pour ordonnée à l'origine 
de cette droite 

âdx* -h 3x' 3 (y» — Jc') — 2ax» 

"" — s? -^ 

et, en faisant y'= o, on obtient pour abcisse à l'origine 

Dî^ 2ax*— 3(/— x^) 

x' = jr — -^-^ '- • 

iax -♦- 3x* 2ax -+- 3x* 

Les expressions précédentes, à cause de y' — x'= «x*, 
valeur tirée de Téquation de la courbe, deviennent 

a X* ax* a 



v' = — r cl x' = 



3 y* 2flx -4- 3x* 2a 

X 

Or , pour X == 00 , on voit que 

a a 



"-la 3 
1-3 

X 

et que d'ailleurs , y étant égal à oo quand x = oo , la frac- 

x' tt X a 
tion -- a pour limite 1 , d'où limite == - • 

.V . 5^3 ^^ 

L'ordonnée à l'origine de l'asymptote est donc — » Tab- 

a S 

cisse à l'origine — - et, par suite, l'équation de Tasymp- 

tote 

X y a 

a a '' 3 

~"3 3 

droite faisant un angle de 45** avec l'axe des x. 



IV. 

L'équation d'une courbe étant 

y* — X* -4- 2f/x'/y == o , 
déterminer les asymptotes. 
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Posant /,. , y ,. y .. 

y=: jf2.ldou;c = — et lira. --=lim. 

1 équation devient 

ac*jz* — X* H- Sax'z = o ou xje* — x -+- 2«z = o. 

Doù 2ax 2az» 

x= et, par suite, v = i' 

1 — z* i — z 

expressions qui font voir que les valeurs de x et de y de- 
viennent infinies quand z «s db 1 . On a donc d'abord 

♦M 

lim. — == 00= ± 1. 

X 

D'autre part, 1 équation de la tangente a la courbe pro- 
posée est 

2x' — 2axy , , 

ce qui donne, quand x'= o, 

2 (y* — X*) -*- 5o'xv ox*t/ 



y = 



«2 



Sy* -4- ax* 2y' -+- ax^ 

en vertu de Téquation de la courbe. 

En remplaçant y par xz, on a donc pour expression de 
lordonnée à lorigine de la tangente 

ax*z az 

^ "" ~ 2x'z' -f- axl "^ , T' 

2z»-+-~ 

X 

et, pour celle de Tasymptote correspondante à x = oo , et, 
par conséquent, à z = it 1, 

L equaliou des asymptotes est par conséquent 

a 

^ 2 

Le procédé particulier employé dans c<u exemple peut 
souvent être suivi. 



,1 



176 EXERCICES >IÉTHOI)IQLES 



Bseaiple ▼. 



Supposons qu'il s'agisse de voir si la courbe représentée 
par lequation 

a des asymptotes parallèles à Taxe des y. 
Ordonnée par rapport a y, cette équation est 

(x*— i)y*-4-(2x*-+- i)v*— it* — i =^0 

et les racines réelles d= 1 de Téquation 

X* — 1 = 

n'annullent point 2x' -f- 1 . 

Donc la courbe proposée a deux asymptotes parallèles 
à Taxe des y, renfermées dans Téquation double x = =t i. 

Exemple VI. 

L'équation de Thyperbole rapportée à un de ses foyers est 

6* 






a — ccost 
En récrivant 



, c étant égal à V^a* -f- 6* . 



(a — c ces t) r — 6* == o, 
réquation 

a — c cosa = 

détermine les angles des asymptotes avec Taxe polaire. 

On a donc pour ces angles 

a 

COSa= — • 

c 

D'autre part, 

lim.r (î - a) = : > 

c sin a 

et, en remplaçant sin a par sa valeur — ? 

€ 

\ïm.r(t — a) = 6, 

distance des asymptotes à deux droites parallèles menées 
par le foyer. 




J 
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i. (o« — X*) 2/' = (a* -♦- ac*J x*. 
Deux asymptotes parallèles à Taxe des y : 

X = zt a, 

iSymptote parallèle à Taxe des x : 

y = — fl. 

o. (a -f. 6 -f- x) y = c (6 H- x). 

Une asymptote parallèle à Taxe des y : 

X = — a — 6, 
et une autre à Taxe des x : 

4. (x -H a) t/' = X -f- 2a. 

Une asymptote parallèle à Taxe des y : 

X = — a, 
et deux autres parallèles à Taxe des x : 

y = :àz\. 

5. x' -♦- y^ = a\ 

L'équation de Tasymptote est 

y = — a:, 

droite qui fait avec Taxe des x un angle égal à — 

sinx 

^ X 

L'axe des x est asymptote à cette courbe et celle-ci passe 
alternativement d'un côté et de l'autre de son asymptote 
jusqu'à ce qu'elle lui devienne tangente à l'infini. 

_ . o 

7. y = sm — • 

X 

L'axe des x est asymptote. 

42 



V 

I 
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8. (x -+- 1) t/ = (a; — i)jr. 

En procédant comme dans Texemple II, on trouve pour 
équation de t asymptote 

9. (x — 2) y = (dc — i) (x — 3). 
Equation de Tasymptote : 

;/ — X -f- 2 = 0. (Exemple II.) ^ 

• y 

1 0. \r = cos - • 
•^ X 

Deux asymptotes parallèles à Taxe des x : 

x' — 5ax*-f- 0^ 
•^ X* — 56x -f- 26' 

Deux asymptotes parallèles à Taxe des y : 

X = 26 et X = 6. 
Une troisième asymptote : 

1/ = X — 3 (a — 6). 

On la trouve par développement. (Exemple I.) 

1 2. — '^ == ^^— • (Conchoïde.) 
y* -f- X* nv 

Asymptote parallèle à Taxe des x : 

i 3. xy* — y = ax^ ■+■ 6x* -*- ex -f- c. 

L'axe des j/ est asymptote et, en procédant comme dans 
Texemple II , on trouve les équations de deux autres asymp- 
totes 

y=-\- XV a 



2J'^ 
6 



X l/a— ^ 
21^ 
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i 4. 2/== 

X — a 

Par développement de j/', comme dans l'exemple I , puis 
exlraction de la racine carrée du résultat, on trouve que 

1/ = zb (x -4- a) 

est 1 équation de deux asymptotes se coupant à angles 
droits. 

Autre asymptote , x = a. 

15. y* — 2xy — X* 4- 2axî/' — 5ax^ = o. 

Le procédé suivi dans l.exemple II fournit aisément 

a 5V^— 4 



\/. 77= « 3i/2 — 4 

k'i -+-i/2 
pour équations de deux asymptotes. 

IG. (x« — 1)i/=:(x*-f-i)x. 

Deux asymptotes parallèles à Taxe des y : 

x = =t i 

et une autre, y = x, que Ton trouve facilement en opérant, 
comme dans Texemple IV. 

17. y^ — ox' -4- x^ = 0. 

a 

est réquation de lasymplote. (Exemple IV.) 

-18. ^3 — 5aarî/ -*- x' = o, (Folium de Descaries.) 

En opérant encore comme dans l'exemple IV, on trouve 
pour équation de lasymptole 

y = — X — a. 
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i9. ax* — fc^* ■+■ âxy = o, j 

Même procédé que dans les deux exemples précédents, 
donne 



»=(-6y^ 



pour équation de rasymptole. 
Î20. aij^ — bx^ ■+■ (^xy. 

Le même procédé fournit pour équation de Tasymptotc 



-L-r- 






* 9 / 

2-1. r = . (Équation polaire de la eissoïdc.) 

cosf 

On trouve (exemple VI) , 

équation de deux asymptotes. 
22. x* — ^y -+- a^ = o. 
Asymptote parabolique : 

y = ^^' 
23. X* — y* H- a^xy = o. 

En posant î/* = yo Téquation fournît 

y, = X* -f- X . o'f/4* , 

et, en développant yi^ par le théorème de Lagrange, on 
trouve pour asymptote hyperbolique 

a' 

t/ =rr X -I- -— 

•^ 4x 

et, pour asymptote rectiligne, 

t/ = x. 



J 
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24. ^ — 2xy -♦- xhj — a^=:o. 
Deux asymptotes hyperboliques : 



CHAPITRE XIII. 



POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES. 



I. — Points d'inflexion. 

Soit y = f(x) ou F(x,y) = o Téquation d'une courbe 
plane. 

Les coordonnées des points d'inflexion sont les couples 
de valeurs réelles de x et y satisfaisant à la fois à Téquation 
de la courbe et à Tune des suivantes : 

dx* ' rfx* 

1° si^pour deux points de la courbe situés de part et d autre, 
mais à des distances infiniment petites, de celui qui est 

déterminé par chaque couple de valeurs, -^ a des signes 

différents;2*^si, pour ces mêmes valeurs,-p^ n'est pas nul. 

Quand la première condition n'est pas remplie, il n'y a 

pas de point d'inflexion ; quand — ^ = o , les points d'in- 

ux 

flexion sont déterminés par l'équation de la courbe et l'une 

des suivantes : 

dUt d*tj 

Et ainsi de suite. 
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Lorsque 1 équation de la courbe est donnée en coordon- 
nées polaires, les points d'inflexion sont fournis, et par 
i équation de la courbe, et par 

dp 
dr 

p représentant la perpendiculaire menée du pôle sur la tan- 
gente. 

Il n'y a inflexion que si -^ change de signe en passant 

par 0, 

Se rappeler que p = 



r' 



[-(S'T 



Exemple. 

Déterminer les points d'inflexion de la courbe 

6 étant > o et a = o. 

< 

De l'équation proposée , on lire 

dij Î2a -4- 36x 



dx 


- — y 


â?,i 


h (4a -f- Zbx) 


dx* 


4 (a -f- 6x)« 


iPy 


56^ (2a -^ bx) 



dx' g (^ ^ 5^)1 

Les points d'inflexion , s'il en existe, seront donc délcr- 
minés par les équations 

4a -f- 5bx = , 
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D OÙ les couples de valeurs 

4a 4a 



4a 4a 



x = — — - et v = -*-Tr 1^ — 3a . . . (2). 

Quand a est >o, les valeurs de y sont imaginaires et la 
courbe n'a pas de points d'inflexion. 

Quand a = o, les deux couples de valeurs précédentes 
se réduisent à oc = o, j/ == o; mais ce n'est pas là un point 

d'inflexion, parce que—^ qui, dans ce cas, est —, devient 

dx 4jpi 

imaginaire pour des valeurs de x plus petites que o. 

Mais quand a est < o, les valeurs de y sont réelles et 

1" le—^ change de signe pour des valeurs de x un peu 

, . , , 4a cPw 

plus petites et un peu plus grandes que — ^> 2" le j-^ 

n'est pas nul pour cette valeur de x. 

Donc la courbe a, dans ce cas, deux points d'inflexion 
dont les coordonnées sont les couples de valeurs (1) et (2). 

\, y=zcos mxy (m positif). 

Cette courbe a une infinité de points d'inflexion situés 
sur l'axe des x et dont les abcisses sont 

2in :2m 2m 2»t 

n étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 

2. Déterminer la distance entre deux points d'inflexion 
consécutifs des courbes y = sinmx et j/ = tangpx. (m et p 
positifs.) 

La distance cherchée est 

M i\ 

nir [ » 

\m pi 

n étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 
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1 

ax 



Un point d'inflexion : 

1 1 

4. Si Ax' -f- Bx' H- Cx H- D = (1) n a que des racines 
réelles, la courbe dont Téquation est2/=Ax'H- Bx*H- Cxh-D 
a un point d'inflexion dont Tabcisse est le tiers de la somme 
des racines de (1). 

En effet, si Ion désigne par a, 6, c les racines réelles 
de (1), la courbe peut être représentée par Téquation 

y = {x — a) (x — 6) (x — c) 

et Ion trouve facilement que cette courbe a un point d'in- 
flexion dont l'abcisse est 

o -♦- 6 -f- c 



X 



5. x' — axy — b^y = o. (Trident de Newton.) 
Point d'inflexion à l'origine. 

6. xy' -t- ax' -♦- // = 0. 

Si a et 6 sont de même signe, la courbe a deux points 
dinflexion dont les abcisses sont 



x = ±h\/^^{Z-^V\^). 



Si a et 6 sont de signes contraires, deux points d'inflexion 
dont les abcisses sont 

x = ±6\/-(3~V/Ï2). ^^ 

▼ a ^ (Cramer.) 

7. a"iy==x"+*. 

Point d'inflexion à l'origine; double, si n = 2; triple, si 
n =s 5 ; etc. 



i 

3 
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8. y = (ox -t- b) (ax — 6)», (- < 0' 
Deux points d'inflexion : 



x=-. f/ = o; 
a 



a p -¥- q p -^ q \ p -¥- ql 



a* 



9. r' = — 

f 

On a 

(h r' 2a'r c/p î2a'(4a*— r*) 

-7-= — --- et, par suite, p = r et-— = 7- 

df 2a* (4a*-+-r*)« ^^^ (4a* + r*)^ 

En posant -y- s= o et joignant à cette équation celle de la 
dr 1 i 

courbe, on trouve qu au point r = 2*a et < = â> *' y ^ ^^' 

flexion. 

10. r* = o*cos2f. (LeiDDiscate de Bernoulli.) 



c/r i/"a*— r* r' dp 3r* 

Un a—- = et, par suite, p = -r et -—=——• 

dt r ar dr ar 

D'où Ton trouve que lorigine est point d'inflexion des 
deux branches de la courbe. 

M. f/ = a -— 6 cos(, . . , , , .. , V 
I» • / (Equations de la trochoidc.) 

^^ d^y b (a cos t — 6) 

On a — % = — ^^ : r * 

dx* (a — bcostf 

D'où, en égalant à o cette dérivée seconde, 

b a» - // 

ces ^ = — et, par suite , y = 

a a 

pour les coordonnées du point d'inflexion. 
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II. — Points multiples. 

Soient F(x,y) = o (I) 

I équation algébrique et rationnelle d'une eourbe et 

dF (IF ._. 

T-=0, - - == (2) 

dx dy 

ses dérivées premières par rapport à x et à i/. 

Les coordonnées des points multiples sont les valeurs 
de X et y satisfaisant à la fois aux équations (1) et (2). 

Les valeurs de— par chaque fioint double ^ si toutefois 
cPF «^ rf«F (TF ^ . 

on n a pas -p = o, -j-r = ^' Jl ~ ^' ®^"' lournies par 

la dérivée deuxième de Téquation de la eourbe, dérivée qui, 
à cause des équations (2), se réduit à 

^idyV d*F dy (PF _ 

dif \dxl dudx dx dx* 

*^ ^ fPF 

Pour un poin^ triple , si toutefois on na pas -7-^=0, 

cfF d^F d^F , , :, dy^y ^ 

= 0,-^ — 7-; = 0,-7-, = 0, les valeurs de -^ sont four- 



dy^dx ' dxdy* ' rfx' ' rfx 

nies par la dérivée troisième de (1) dans laquelle on aura 

, rf»F cPF d*F 

pose — = 0, ■ •= 0, — = 0. 

dx* dxcff/ dy* 

Et ainsi de suite. 

Quand 1 équation de la courbe est explicite et renferme 
des radicaux à double signe, on détermine les points multi- 
ples en cherchant les valeurs de x qui font disparaître un 

des radicaux sans le faire disparaître de -—• L'équation de la 

dx 

courbe fournit ensuite les valeurs correspondantes de y. 
On peut aussi rendre rationnelle Téquation de la courbe et 
suivre la règle indiquée plus haut. 

La multiplicité présente différents cas : 

1° Si les valeurs de -7^ sont réelles et différentes, le 

flX 
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point multiple trouvé est un point multiple proprement dit, 

2° Si les valeurs de — sont réelles et égales, et qu'en fai- 

dx 

sont varier x ou y des deux cotés du point considéré, les 
ordonnées ou les abcisses de la courbe soient réelles d'un 
côté, imaginaires de lautre , le point multiple est un point 
de rebroussernent. Le rebroussement est de premier genre 

quand, au point que Ion considère, le — a des signes dif- 

férents pour deux branches de courbe; du second genre 
s'il a le même signe. 

3" Si les valeurs de -^ sont imaginaires, le point mul- 

dx 

tiple est dit isolé ou conjugué, 

Bxeaiple 1. 

Soit la courbe représentée par 1 équation 

F = y ^ X* — ^aif -♦- 26x'f/ =^ 0, 
La dérivée première de 1 équation est 

(2t/' — Zatf -+- fcjT*) -^ -t- 2x' -f- %xy = o. 

(JkX 

En égalant à o les dérivées premières de F par rapport 

à jc et 7/ , on a donc 

X (x* -+- by) = o, 

2y^ — 3a/y* •+■ 6x* = o. 

Ces équations étant satisfaites, ainsi que celle de la 
courbe, par les valeurs réelles x =: o, j/ = o, ce point est 
multiple. 



Mais on a 



-_=4(5x'-H6y), 

d'F 
dxdy 
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dérivées nulles pour ac = o et i/ = o, sans que, pour ces 
mêmes valeurs, les dérivées troisièmes de F le soient. 

Pour déterminer les coefficients angulaires des tangentes 
aux différentes branches de courbe, il faudra donc recou- 
rir à la dérivée troisième de Téquation de la courbe , déri- 
vée dans laquelle il faudra faire les dérivées deuxièmes de F 
nulles et poser x = o , j/ = o. Cette dérivée troisième sera , 
après ces substitutions , 

équation satisfaite pour les valeurs réelles et inégales 



ax ^ a ax ▼ o 



dy 
dx 

L'origine est donc un point triple et les tangentes aux 
trois branches de courbe qui s'y rencontrent sont Tune 
Taxe des x, les deux autres deux droites également incli- 
nées sur cet axe. 



(Cramer.) 



Exemple II, 



Soit la courbe dont Téquation est 

{ahj — hxy ==a*{x — af. 

On pourrait, pour déterminer le point multiple, suivre 
le procédé ordinaire; mais il est plus simple de résoudre 
I équation par rapport à y, ce qui donne 

b s 

y = -; oc* zfc (x — aY . 
ar 

Sous cette forme, 1 équation fait voir 1*" que, pour toute 
valeur de oc > a, j/ a deux valeurs réelles; 2" que, pour 
x = a, valeur correspondante à ?/ = 6, les deux valeurs se 
réduisent à une seule; 3"* que, pour x < a, les valeurs de y 
sont imaginaires. 

On en conclut que le point x = a, j/ = 6 est un point 
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double qui sera de rebrousseinent si , en ce point, les deux 
branches de courbe ont une tangente commune. Or, on a 

(lu 2ft 5 , 

-r- = — X ± - X - aY 

dfj 
et Ton voit que, pour x = a, y = 6, les valeurs de -j- sont 

«X 

toutes deux % 26 

dx a 

Donc le point double est de rebroussement. On a encore 

dhj 26 5 5, • 

dx* a' 2 2 ^ ^ 



et, pour toute valeur de x un peu plus grande que a, les 

cPy 

dx' 
est du second genre. 



deux valeurs de -^ sont positives. Donc le rebroussement 



JBiemple III. 

Soit encore la courbe dont Téquation est 

F = ay* — x^ -*- 6x* = o. 

La dérivée première de cette équation est 

dy 
^ dx 

En égalant à o les dérivées premières de F, on a donc 

X (5x — 26) = 0. 

Ces équations, ainsi que celle de la courbe, étant satis- 
faites, pour les valeurs réelles x = o, {/ = o, ce point est 
multiple, et, comme les dérivées secondes de F ne sont point 

nulles pour les valeurs trouvées, la dérivée seconde de 

dtj 
lequalion de la courbe fournira les valeurs de — . Cette dé- 

dx 

rivée est 



l(^yV 
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d'où dy . • /5x — h 



dx ▼ o 



et, pour X =s 0, des valeurs de ~^ imaginaires. Donc 1 o- 

dx 

rigine est un point isolé ou conjugué. .^ ^ 



Kac9i*eie9M. 



1 . (x* -♦- y*)' — 2a* (?/* — or*) = o. (Lcmniscate.) 

L'origine est un point double et les tangentes en ce point 
sont bissectrices des axes. 

2. y* = aj?, (Développée de la parabole.) 

Point de rebroussement du premier genre à lorigine. La 
tangente commune est Taxe des abcisses. 

3. y* = ax' -f- 6x*. (a et h positifs.) 

Point double à Forigine. Coeilicients angulaires des tan- 
gentes en ce point : -~ = db Va . Donc, tangentes égale- 

dx 

ment inclinées sur Taxe des abcisses. 

4. y* (o — x) — x' = 0. (Cissoïde.) 

Point de rebroussement du premier genre à Torigine. La 
tangente commune est Taxe des abcisses. 

5. a;' — Zaxy -h y^ = o. (Folium de Descartes.) 

Point double à lorigine. Axes tangents aux deux bran- 
ches de courbe. 

6. (t/ — x*)'==x(x — o)'. 

Point de rebroussement du premier genre : x= a, jy = a*. 
Le coeiiicient angulaire de la tangente commune est 

dti 

^ = 2a. 

dx 



/ 
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Point isolé à lorigine. 

8. x^ — 3a*x* -+- 2i/' -t- owj/* + o' = o. 

Point double : a: = o, y = a, 

^ , dy n 

En ce point, -^ = =b a*. 

dx 

9. fl*^* — 2a*a:'y -f- aV — x' — o. 

L'origine est un point de rebroussement du premier 
genre; Taxe des abaisses, la tangente commune. 



iO. î/ = db (x — a) Vx — 6. (a < 6.) 
Point isolé : x *= a , j/ = o. 

Jd..V=dh(x* — a^)l/x 

Point double : x = a, y = — 2a. 

^=2«(l±j/«). 

rtX 

i 

i 2. X* — ax*y h- axy' h — ay = o. 

Rebroussement du second genre à lorigine. L*axe des 
abcisses est la tangente commune. 

13. t/' = x(x-^ 1)*. 
L'origine est un point isolé. 

1 4. X* — 2 W'^ôx» -♦- 2aV — ay' — o*;/* = o. 

L'origine est un point double; -^ = ±: |/2. 

dx 

15. î^* =6x' — ax\ 
Point isolé à l'origine. 
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16. La cycloïde a une infinité de points de rebrousse- 
ment du premier genre dont les coordonnées sont 

n étant un nombre entier, positif ou négatif. 

19 t f 4 

i 7. a*x' -f- 6'y5 = c- . (Développée de rcllipse.) 
Quatre points de rebroussement du premier genre : 

c* dy 

c' dii 



a 



x = ^-,y = o; -=o. 



a rfx 

48. xt/' -♦- x*iy -+- x' — v* -+- 3x -f- oy = 0. 
Deux points doubles : 

dy 

19. X* — 2ay^ — 3a*y' — 2aV 4 a* = o. 

Trois points doubles : 

dy /2\ï 



x=r— a, y = o; 



> 



(/y 
rfx 



-(ir- 



(Cramer.) 



I 
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20. (x* — y*) ay-- x^ = o. 
Point triple à l'origine ; 

dx ' dx dx 

21. t/* -f- x*~ 2aV ~ 2ay -h a* = o. 

Quatre points doubles : 

dy % /T' 






a;=ro, t/ = o; 



^ =zb\/2. 
dx 






dy , .- 

22. y* — axy* -h x* = o. 

Point triple à l'origine. — Deux branches de courbe , 
ayant pour tangente commune Taxe des x, forment un point 
de rebroussement du premier genre. L'axe des y est tan- 
gent à la troisième branche. 

23. (x* -f- y') — ia^x^y^ = o. (Rosace à quatre branches.) 

L'origine est un point quadruple. — La courbe se com- 
pose de quatre folioles à chacune desquelles les axes des x 
et des y sont tangents. 

24. ;/* H- X* -f- 26x*t/ = o. 

L'origine est un point triple. — Deux des branches de la 
courbe, ayant Taxe des y pour tangente commune, for- 
ment un point de rebroussement du premier genre; la 
troisième branche a pour tangente l'axe des x. 

25. x'' — oy* -♦- 26x't/ -+- 6'xî/ = o. 

Point triple à l'origine. — Deux des branches de la courbe, 
ayant l'axe des x pour tangente commune, forment un 

i3 
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point de rebroussemenl du second genre; la troisième 
branche a pour tangente Taxe des y. 

26. X* -+- 2aVi/ — 6'^' = o. 

Point triple à l'origine. — Deux brandies de la courbe , 
ayant Taxe des x pour tangente commune, forment un 
point de rebroussemenl du second genre; la troisième 
branche s'infléchit au point triple et sa tangente est aussi 
Taxe des x. 

27. x" = ax* -♦- bx^y -4- cx'y* -♦- dxi/^ -+- ei/* . . . . (4). 
En posant y = uxy l'équation devient 

X = a -♦- 6m H- cw* -t- du^ -t- ew* . . . (2). 

Cette dernière équation représente une courbe du qua- 
trième ordre coupant Taxe des ordonnées en autant de 
points que l'équation 

a -f- 6m -♦- eu* ■+- du^ ^- ew* = 0. . . . (3) 

a de racines réelles. La courbe (2) construite, il est facile 
de construire (1). Si les quatre racines de (3) sont réelles 
et inégales, l'origine est un point quadruple. — Chercher 
quelle est la nature de ce point si les racines sont égales, 
imaginaires, deux réelles et deux imaginaires, etc. 

(Cramer.) 

28. x* s= ax* -*- 6x*y -♦- cx'y* -*- rfx't/' -¥- exy* ■+- fy^. 

Point quintuple à l'origine. — Solution semblable à celle 
du numéro précédent. 

111. — Points d'arrêt et points saillants. 

Soit y = F(x) l'équation explicite d'une courbe. 

On détermine les coordonnées d'un point d'arrêt en cher- 
chant, parmi une suite de valeurs de x donnant des valeurs 
de y jéelles, quelle est celle à partir de laquelle y devient 
brusquement imaginaire; l'équation de la courbe fournit la 
valeur correspondante de y. 
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Pour déterminer labeisse d'un point saillant, on cherche, 
parmi une suite de valeurs de x, celle pour laquelle F'(x) 
change brusquement de valeur. L'équation de la courbe 
fournit ensuite l'ordonnée du point. 

Exemple I. 

Soit la courbe dont Féquation est 

1 
logx 

Pour des valeurs positives de x de plus en plus petites, 
les valeurs de y sont réelles; mais à partir de x = o, y 
devient brusquement imaginaire. D'ailleurs, quand x = o, 
yz=o. L'origine est donc un point d arrêt. 

Exemple II. 

Soit la courbe représentée par l'équation 

i 

y = x arc tang - • 

X 

i X 

On a F'(x) = arc tang - 



X i -H x' 
La limite des valeurs positives et décroissantes de x est 

Celle des valeurs négatives et croissantes de x est 

F'(x) = — -• 

D'ailleurs, quand x = o, jy = o. Donc l'origine est un 
point saillant. 

I 

Point d'arrêt à l'origine. 
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X 
2. t,= 



I 

-1 -4- C' 



Point saillant à lorigine. 

- i 

3. y = —^ • 

1 -+- c ' 
Point d'arrêt : x = o, y = 1 . 

4. y s=s X log X. 

L origine est un point d'arrêt. 

5. y -f- 1 = a * , (o > 1 ). 

x = Oy y=^ — 1 sont les coordonnées d'un point d'arrèl. 

fi. I y — a: arc tang —I — x' cos'x = o. 
Point saillant à l'origine. 



CHAPITRE XIV. 



COURBURE DES COURBES PLANES. 



Section I. — Rayons de courbure. 

L'expression du rayon p de courbure des courbes planes 
est 

1° en coordonnées rectilignes. 



_ [' ^ (ir] 



'- ù <"■ 

X eiy étant les coordonnées courantes et x la variable 
indépendante; 
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2" en coordonnées polaires, 

'""" IdÂ* rfV • • • • (2). 

r désignant le rayon vecteur, t Tangle polaire pris comme 

variable indépendante. 

Si p représente la perpendiculaire menée du pôle sur la 

tangente , on a 

dr 

Exemple I. 

De 1 équation de la chaînette 






X xV 



on tire 






(lit 

Substituant dans lexpression (1) ces valeurs de -^et de 

(Pu ^^ 

-j^y on obtient 

dx 



y a 



Exemple 11. 

Dans la spirale hyperbolique dont 1 équation est 

a 
r = — » 
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on a . !Îîl _ ** ^ 

dt """ï* a' 

cPr ^ 2a _^ âr* 

de ^ 1^ ^ 1^' 

La substitution des valeurs de ces dérivées dans l'expres- 
sion (2) fournit 



(-sr 



r (a* -♦- r^« 



Ez«aipl« III. 

La spirale logarithmique a pour équation 

p = fnr. 

D'où ^ = 1. 

dp m 

En vertu de l'expression (3), on a donc 



m 



1. xy ^==>k^ (Hyperbole rapportée à ses asymptotes.) 

a;'"i^ [n' -f- (w. -+- l)»(oV)- J 

P= î • 

»(n -f- 1) a* 

x*(4-f-9ax)* 
Sin--=2,p=— ^^ ^ L; 

rayon de courbure de la développée de la parabole. 
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a y ■ 

^ X 



5, 

(o* -4- 4ax' — 4x*)* 
p = l L 

2aV {5a — 4x) 



4. x±=alo^ ^ l/a' — y*. (Tractrice.) 

^ dy _ ^^^' — (« — y)* (Équation différentielle de la 

' dx y trochoïde.) 

^ a(a-y)-.6* 



Si a = 6, p = 2 [/^ay; rayon de courbure de la cj cloïde. 
6. wx» -I- ny= sss q, 

3 (xt/)^ / î %\* 
p = r — InV -*- wV/ (O- 

Pour trouver le rayon de courbure de rhypocycloïde 
dont 1 équation est 

x* -♦- y* = a% 

il suffit de faire dans (1) 

m = 1 , /i =s 1 , r/ = a-. 

On trouve p = 3 (axy)". 

L'équation de la développée de Tellipsc est 

a' x' -I- 6' y' = c*. 



En faisant m = a% « = 6% 7 = c% dans l'expression (1 ), 
on trouve pour le rayon de courbure de cette développée : 



= '^ '^', ^6» X' -f. a' y-^ . 
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La développée de Tliyperbole a pour équation 

a= x= — 6^ ly" = (a' -♦- 6')'. 

En faisant m = a' n= — b'^ et gr = (a* -*- 6*)' , on trouve 
pour le rayon de courbure de cette développée 

p == ^-^ — - 1 6* X* -f- a' «3/ • 

7. r .= a sin2^ (Rosace à quatre branches.) 



P O^ï 



(4a« — 30 



!r«t 



8a' — 3r 

8. r = a H- 6 cos ^ (Limaçon de Pascal.) 

a' — 2ar — 6' 
^^ 2a* — 3ar — 26' 

y. r = a [l -♦- 1/2(1 — cos QJ. (Limaçon bi-foliacé.) (*). 

_ i (5r'-t-2arH- 5a')» . 

^""2 3r* -f- 3ar -4- 6a' 

p (Équation des courbes du deuxième 

i -H e cos f degré,/) représentant le paramètre 

et c l'excentricité.) 



/ eV'sîn'n^ 



Si Ion désigne par a langle du rayon vecteur et de la 

tangente, on a 

er sin t 
tanga = • 

P 
D où, l'expression très-simple du rayon de courbure : 

P 

cos" et. 

(*) Je ne crois pas que ceUe courbe soit connue. Sa construclion et sa 
forme ont beaucoup d'analogie avec la construction et la forme du limaçon 
de Pascal. Elle présente deux folioles. Je proposerai de l'appeler le limaçon 
hi'foliacé. E. B. 
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ë 

br (Équation des spirales de Côtes, p dësi- 

* ^ (a' -♦- r*)' gnant la perpendiculaire menée du 

pôle sur la tangente.) 

3 

r (a* H- r')* 

c« (H — a') . 

4 2. p' = ^ p! • (Epicycloïde.) 



r — o' 



c' — o* 



Section II. — Développées. 

Soient x et y les coordonnées courantes d'une courbe 
rapportée à des axes rectangulaires , a et (3 les coordonnées 
du centre de courbure , on a 

\dxJ dy 
éPy dx 
d^ 

y — p=-- 



(Py 



2 



dx 

et, pour obtenir Téquation de la développée de la courbe, 
il suffît d'éliminer x etj/ entre les équations précédentes et 
celle de la courbe. Quand Télimination est laborieuse ou 
impossible, on se contente de chercher 1 équation différen- 
tielle de la développée en remplaçant x et y par leurs 
valeurs en fonction de a et de (3 dans l'expression 

^=--- n 

rfa dy ^ ' 

dx 

(*) Voir un autre moyen de trouver les développées, exercice 14 des 
lignes enveloppes. 
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Si p et r sont les coordonnées courantes d'une courbe 
rapportée à des coordonnées polaires, p' et r celles de la 
développée, o le rayon de courbure, on a 

dr 

r'»=r»H-p'-2pp, 

et, pour obtenir réquation de la développée, il suffit d'éli- 
miner r, p et p entre les trois équations précédentes et 
celle de la courbe. 

Bxeaiple 1. 

Soit à chercher la développée de la parabole y* = 2px. 
Cette équation fournit 

dx y ds? y' 

On a donc 



X — a = 



-(ir '-■ 



i #? = -2x-p, 



<^y dx _f_y 

dx* y* 

d'où a — p 

x= ; 

3 ' 



i^m i.^ 



Uxl if y» 



d'où y^i-p'Pf- 

Substituant ces valeurs de x et y dans l'équalion de la 
courbe, on trouve 

pour réquation de la développée. 
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Exemple II. 

L'équation diffërentielle de la chaînette est 





dy 
dx 


a 


— ; d ou 




y 


On a 


donc 










11 ^— 


4 

'P 


- K)' 


1 


.,y. 


-o' 
o» 


y 


d*y 


y 








du? 




o' 




d'où 




y 


— ■ ■■ •— • 

2 






La relation 














dp 
doL 


4 

dy 
dx 






fournit, 


en remplaçant -~ 


par sa valeur, 




« 




dp 
doL 


a 








\/y- 


a* 




et, en substituant 


à 2/ sa valeur, 










dp 


ia 


• 





-y> 



da Vp^ — k^é 

équation différentielle de la développée de la chainette. 

Exemple III. 

Soît à chercher la développée de la spirale r = é''\ 
L'équation de cette courbe peut se mettre sous la forme 
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Doù dr y 

dp 



i -h loga I -4- loga 
p'* = r' -4- p' — 2pp = r* -*- r' (i -♦- logo) 



r 



— 2r V/l -f- logo • - =s r' logo. 

\/i +loga 

-- . r'* r*loeo ,, 4 

Par suite, -75= ^ — p — : r*loga = 



/)" 1 + logo i -+- logo 

, / ^_ P (Équation de la développée. — Spirale 

|/y^nôga semblable à la proposée.) 

1. xy =^\. (Hyperbole dont la puissance est Tunité.) 
L équation de la développée est 

(a + p)i -(a-p)t=4i. 

2. 5y* = x". (Parabole semi-cubique.) ^ 

81p« = 16 (2 ifc 1/4 — 6a)* (=fc \/4 — 6a — 1 ) 
est réquation de la développée. 

3. ~ -f- ^ = 1 . (Ellipse.) 
a' 6* 

Développée (^^)l ^ (^^jl ^ (^1 _ ^«ji ^ 



En changeant 6 en 6 1/ — i , on trouve que la développée 
de rhyperbole est 

(oa)^ — (6/3)*^=(o*-4-6*)' 

et, en faisant b = a dans cette dernière équation, on obtient 
pour développée de Fhyperbole équilatère 

J— /3= = (2o)*. 



J 
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4. x^ -^ y^ s=ar (Hypocycloïde.) 
Développée : (a -f- Sf -+-(« — df == ^c? . 



dy . m /2a — y 
S. ^= y/ étant l'équation différentielle de la 

cycloïde , chercher celle de la développée de cette courbe. 
On trouvera 

dp 



dcL i/_ 2a/3 — /3* 



6. Chercher l'équation différentielle de la développée de 
la tractrîce, celle de cette courbe étant 

dy y 



dx j/^î _ yt 

On trouve pour l'équation cherchée 



dcf. a 

X 

7. y = ae''. (Logarithmique.) 

L'équation différentielle de la développée est 

da 1 

4o — -H 3 ±: {G^—Say = o. 

8. />«==rV— o«. 

La développée est un cercle. 

î). p^ == \_ / • (Épicycloïde.) 
La développée est 



^(--3 



p'* = ; — , autre épicycloïde. 
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CHAPITRE XV. 

SURFACES. 

Soient z = f(xy y) Téquation de la surface; x', y', z' les 
coordonnées courantes; x, y, z celles du point de contact 
du plan tangent. Les éléments principaux de la surface se 
déterminent au moyen des expressions suivantes dans les- 
quelles 

dz dz 

Plan tangent. 

is' — z = p(x' — x)-^ 7(y' — 2/) . . . (i). 
Normale. 

x' — X \f — y z! — z 



• • 



— P —9 ^ 

Cosinus directeurs de la normale. — En représentant 
par a, (3, y les angles de la normale avec les axes ou les 
angles d'inclinaison du plan tangent sur les plans coordon- 
nés et posant k == \/\ -f- p' -h qr*, on a 

cosa cosô cosr \ ... 



• . 



— -p — q 4 ±k 

Distance de l'origine au plan tangent. — D représentant 
cette distance^ on a 

D = P^"^?-^ (4). 

Rayons de courbure principaux. — En désignant par p 
le rayon de courbure et posant 

rfx* ' dxdy ' rfty* 

les rayons de courbure principaux sont les racines de 
réquation 
(re— s*)p«— fe[(! -h q*)r--^2pqs -f- (I -<- p'j^Jp + fc*=o . (5). 



DE CALCDL DIFFÉRENTIEL. 9ffl 

Lignes de courbure, — L équation différentielle de la 
projection des lignes de courbure sur le plan des xy est 

[(4 -*- ,')s -p,(](g)V [(i ^ ç«)r-(i +p>] ^ 

— (1 -♦- p*) s -♦- pqr =x= (6). 

^Ombilics. — Ils sont fournis par les équations 

i -4- p' pq i -^ q* 



r 8 

combinées avec celle de la surface. 



. . . . (7) 



Si réquation de la surface est de la forme 

les éléments principaux se déterminent plus facilement au 
moyen des expressions suivantes : 

Plan tangent 

(^ ~^)x:-^(y -y)x:-^(^ -^):j7=«- W- 



dx dy dz 

Noi^iale. 

x' — X y' — y z' — z 

dF "" dF "" dF 

dx dy dz 

Cosinus directeurs de la normale. 

ces a cosp ces y i 



(9). 



dF dF dF zbR 

dx dy dz 

en désignant par R l'expression 

Distance de l'origine au plan tangent, 

d¥ dF dF 



00), 



dx ^ dy dz 

D== '^ . . . (li). 
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Rayons de courbure principaux. — Ils sont déterminés 
par l'équation 

.(._î)(„_£).v.(„-î)(._î).w.(._S)(.-£) 

— 2t4' VW L — 5j«.2f?'UW (v— -) — 2m?' UV [^ — -) 

— iTti'»— Vv'*— WV-f^âVWv'ti; -^2UWt*V-^2UVuV=o (12) 
dans laquelle 

^^ U ——V — — W — — — — — — 

dx ^ dy ^ dz ' rfx* ' dy* ' dz' 



dt/rfz * dxdz ' rfxrfy 

Points singuliers. — Les coordonnées de ces points 
doivent satisfaire aux équations simultanées 

dF_ dF_ dF__ 
rfx ^ dy ^ dz 

et à celle de la surface. 

En désignant par (m), (t;), (ly), (w'), (t;'), (w') ce que de- 
viennent M, r, w, u', v', w' pour les coordonnées du point 
singulier, Téquation du lieu de toutes les lignes tangentes 
en ce point est 

(u) x«-*-(i;) t/*-f- (m;) z*-4- 2 (m') ya; -^ 2 (u ') xz -^ 2 (fi?') xy = (U). 

Remarque. — Si l'équation de la surface consiste dans 
une fonction homogène du n*""' degré en x, y, j?^ égale à 
une constante c, Téquation du pian tangent est 

rfF dF , c/F 

X — -^-y -7—^ ^ ir=^- . . . (ll>) 
dx dy dz 

et la distance de l'origine au plan tangent, 

ne 

»= jf (ic). 
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Exemple* 

X* \f z* 
Soit F=-- -h ^ H- -- — i =0. (Équation de rellipsoïdc.) 
a 6 c 

Ona ^ _^ ^_?? !lE-.??. 
rfx a' dy 6* dz c' ' 

et, en remplaçant ces dérivées par leurs valeurs, on tire 
successivement : 

i*» De l'équation (15), 

x'. — + y'~f + 2'— =2 
a* 6' r 

ou a:x' vv' ^^' 

pour Féquation du plan tangent. 
2" Des équations (9) , 



X — X y — y z — z 



2x 


2y 2jz 


o' 


6» c' 


a*{x' — x) 


b'dn'-y) c«(z'-2) 



ou ^ 

X y 

pour les équations de la normale. 



ou 



3" Des 


équations (10), 


cos a 

2x 


cos i3 cos y 

2»/ 2z 
6' c' 


cos a 


cos & cos r 


X 








V a' 6* c* 



pour déterminer les cosinus directeurs de la normale ou 
les angles du plan tangent avec les plans coordonnés. 

14 
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f De l'équation (16), 

D ^ - J 



V o* 6» c* 



°" D i 



V o* fr* «♦ 

pour la distance de l'origine au pian tangent. 
ii" De l'équation (1 2) , 

a* \h*~ Dp) W ~ Dp/ "*" 6* le' " Dp/ W~'Dpl 

**" c* W~~Dp/ U'-Dp/""' 

9x 2i/ ^z â 

à cause de U= — , V = -^, W«=-r» D«-;; 

a* 6* c* R 

2 2 2 2 

d'où tt=-r» v=— , M?=--r» R = r:; 

«* 6* c' D 

Cette équation qui fournit les rayons de courbure prin- 
cipaux devient, en divisant par 

^6^ (Dp - «') (Dp - 6-) (Dp - c»). 

a;' y* z* 

= o; 



o* (Dp — a*) 6* (Dp — 6») c» (Dp — c») 
ou encore 

p. _ [(a« -H 6« + c«) _ (or» + y' + ;î') ] ^ + ^= 0. 

Sous cette forme, on voit, par le dernier terme, que «i D 
conserve la même valeur, le produit des rayons principaux 
est constant. 



■>< 



à 
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6** De réquation (6)^ en tirant d'abord de Téquation de 

la surface 

àx c^y c* (6* — y*) 

.c*xy c* {a* ^- X*) 

puis, en substituant dans (6) ces valeurs, ainsi que celle de z* : 

a^ — c^ 
air 
pour réquation dilTérentielle de la projection des lignes de 
courbure sur le plan des xy, 

T" Des équations (7), en y substituant les valeurs de;), 
(jf,r, s, t: 

6' oV -4- c*x* a' 6 V -+- cy 

^^ €*(6«-y) ""^"^ 6« ^ c*(a'— X*)' 

pour les équations des ombilics. 

Ces équations sont satisfaites par les valeurs 



y==0, x^draV/ — -, z = =b c 1/ -^ , 

coordonnées des quatre ombilics. 



En écrivant Téqualion du plan tangent sous la forme 

-ï ■+- 77"*" "T = ^' 
o' 0* r 

X y z 

on voit que les coordonnées des points où ce plan rencontre 

les axes sont 

• a* 6' c« 

X y z 
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Le volume de la pyramide comprise entre le plan langent 
et les plans coordonnés est donc 

i a« 6* i c« a«6V 

^_ • ^— • — ^ • _— —> ■ . — • 

"2 X y Z z 6xyz 

L'aire de la portion de plan tangent limitée par les plans 
coordonnés est égalé à ce volume divisé par le tiers de la 
distance de Torigine au plan tangent, soit 

V 7* -^ 6* " 7* 

Pour déterminer le lieu des projections du centre de Tel- 
lipsoïde sur ses plans tangents, il suffit d'éliminer x^yyZ 
entre les équations du plan tangent et de la perpendiculaire 
abaissée de Torigine sur ce plan. Or, les équations de cette 
dernière ligne sont 

a^x' 6y i?z' 

X y z' 



doù ax' by' cz' V/o«x'« -f- 6*y'» -f- ifz" 



X y z i 

abc 

Multipliant respectivement les termes de 1 équation du 
plan tangent par ces quatre quantités égales, on obtient 
pour le lieu cherché 

équation de la surface d'élasticité. 

1 . Plan tangent au conoïde 

arV -4- a*y* — r*jr* == o. 
L'équation de ce plan est * 

(s* — r') xx' -4- o?yy' -f- x^zz = xV. 






Â 



\ 
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Quand z = r, y = o, et 1 équation du plan est js'= r. . 
2. Plan tangent à la surface dont 1 équation est 

y y 

az = I arc sin 



Va* ^ y' 
On trouve pour équation de ce plan 

2z* (x y — xy') -i- (z' — z) {x* -*- y*) o* = o. 

3. Plan tangent à la surface d'élasticité 

oV ^ 6y H- c«z* = (x« -h y -+. z')* 

et distance du centre à ce plan. 

En posant r*=:x*-i- y* h- z*, Téquation du plan tangent 
est 

(2r* — o')xx' -4- (2r« — 6') yy' h- (2r« — r) zz"= r*. 
La distance du centre à ce plan est 

(x« ^- y» -f. z')' 



4. Point où la normale à la surface de révolutidli 
2 = ^ (x' -t- y*) rencontre Taxe des z. 

ux 

L'ordonnée de ce point est z' = z -h x -— . 

dy 

5. Tous les plans tangents à la surface z = Xf 1 -] passent 
par un même point. 

L équation de tout plan tangent est 

._,=i,.._.,.fj^»),(i), 

et Ton voit que pareil plan passe par Torigine. 

jr==Xf (-) est en effet l'équation dos surfaces coniques 
dont l'origine est le sommet. 
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' 6. Ordonnée du point où le plan tangent à la surface 
dont réquation est 

rencontre Taxe des z, 

L ordonnée du point cherché est 

elle est donc proportionnelle à la distance du point de con- 
tact à Torigine. 

7. L équation d'une surface étants (x* -h y') = a', cher- 
cher Taire de la portion de plan tangent limitée par les 
plans coordonnés. 

L'aire cherchée a pour expression 

9o* y/H (r* H- 4^') 

dans laquelle r* = x* -♦- y'. 

8. Volume de la pyramide comprise entre les plans 
coordonnés et le plan tangent au ç^no-cunefm de Wallis. 

ay — xy — cV = 0. 

On trouve pour expression du volume cherché : 

xy 

U\ (x« — €?) ' 

9. Angles du plan tangent à Théliçoïde développable 

_v ^^ L U-ycos -T--^ ^^ =a 

/i « J L ^ « J 

avec les plans coordonnés. 

_, Sttz (x* -4- t/» — a*)^ - 

En posant ~ ^ = 0, on trouve 

h a 

h (a sin — x) 
cosa = 



|/(x« ^ y» — «^) (IV Î-ttV) 



cosp == 



cosy 
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h{a €OsB — y) 



- • 



Le plan tangent fait done avec le plan des xtj un angle 
constant. 

10. Plan tangent à rhéliçoïde gauche 

X cosnz — y sinnz == o, 

et distance de 1 origine à ce plan. — Rayons de courbure 
principaux de la surface. 

En représentant x* -h y* par r*, on obtient r 

Pour équation du plan tangent, 

xy' — x'y H- «r* {z' — z) 9=9*0. 

Pour la distance de lorigine à ce plan , 

nrz 
D = 



V/4 -f- nV 
Pour réquation des rayons de courbure principaux, 

1 1 . Lieu des projections de Torigine sur les plans tan*- 
gents à la surface dont 1 équation est 

xyz = a'; 

rayons de courbure principaux, ombilic et lignes de cour- 
bure de cette surface. 

Le lieu est ac' -h y' -h z' = a*, sphère dont le rayon est a. 

L'équation des rayons de courbure principaux , 

p»^.2(x*^y*H-z*)X-^-^^o. 
Les coordonnées de lombilic, x = y ==z = 0. 



« 



X* 
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L'équation différentielle de la projection des lignes de 
courbure sur les plans des ocy, 

9 

12. Eléments principaux du paraboloïde elliptique 

X* y' 

— -H ~- — z = 0. 

2a 26 

Le plan tangent est 

xx[ yy' 

a b 

Les équations de la normale 

o(x' — x) fc(.v' — y) ^'— 5: 

X y — i 

Les cosinus directeurs de la normale sont fournis par 
les équations 

COSa COSiS cosr i 



= Z -4- 2 . 



X y — I 



V a' 6« 



« 6 V a' "*■ 6* "^^ * 

La distance de lorigine au plan tangent est 

z 



D = 



V 



X* V* 

-f- TT -♦- i 



a» 6* 
L équation des rayons de courbure principaux, 

p« - ( a + 6 -t- 2z) - p -t- — « . 

Les coordonnées des deux ombilics sont^ en supposant 
a> b, 

• /n i- a— b 

x = o, y = dbV/6(a — 6),^ = —^; 

et, pour a <by 



y=iOj xs=zdzi/a{b — a),jz = 



6 — a 



/ 
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L equalion différentielle de la projection des lignes de 
courbure sur le plan des xy est 

axy 1 -~ 1 -h [6x' — ay* ^ ab{a — ^) ] "7^ ~~ ^^V = o* 

13. Point singulier de la surface dont Téquation est 

(x« -t- y' + z«)' = oV ^ 6y — cV. 
On trouve, en posant x* -♦- y* -f- s* = r', 

U =2x (2r«— a»), V =2y (2r« — 6«), W=2jz (2r' ^- c*), 
u =2(2r*— a*)-+-8x', v =2(2r*--6*)^8t/«, w ==2(2H-f-c«)^-^zS 
îi' = Syz , v' = Sxz , M?' == 8xy. 

Les équations U = o,V = o,W = o sont satisfaites pour 
X «= 0, y = o,z =>o, et ces valeurs satisfont aussi à Téqua- 
tion de la surface. 

L'origine est un point singulier et Téquation du lieu de 
toutes les tangentes à la surface en ce point est fournie par 
l'équation (1 4) en substituante U, V,W, u, v, t«?, t*', v', w' 
ce que deviennent ces dérivées pour x=:o,t/ = oetz=o. 
On trouve 

a*x' -♦- 6y — c V s=i , 

équation d'un cône dont le sommet est l'origine. 

14. Points singuliers de la surface des ondes dont 
l'équation est 

(ai + y* H- z*) (aV h- 6y ^ cV) — o» (6* -+- c«) x* 
Quatre points singuliers dont les coordonnées sont 



y=0, X = ifcc 1/ -; -, £ = ±:a\/ ' 

▼ a' — c' ▼ a* — r 



S. 



218 EXERCICES MÉTHODIQUES 

L équation du lieu de toutes les tangentes en ees |K)ints 
est 

X* a* — c* ^ ^ (j?-\'â xz 

(IfaiDilton.) 
15. Point singulier de la surface dont Téquation est 

L origine est un point singulier et I équation du lieu des 
lignes tangentes en ce point est 

ax* -4- 6y* = 0, 

équation qui ne peut représenter que Taxe des z. 



CHAPITRE XVI. 



COURBES GAUCHES. 



Les équations de la courbe étant 

ses principaux éléments se déterminent au moyen des ex- 
pressions suivantes dans lesquelles x', y\ z' désignent les 
coordonnées courantes et x, j/, z celles du pointée contact 
de la tangente : 

Tangente. 

x' — X y — y z! — z 

dx dy i 

dz dz 
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Dérivée d'un arc de courbe. — En représentant Tare 
par 5, on a 



dz V \dzl \dzl 



-4- i . . . . (2). 



Cosinus directeurs de la tangente. — En désignant par a, 
[3, y les angles de la tangente avee les axes, 

dx dy dz 

cosa = ---» cosô = -r-» cosr="T~ • • (5)« 
t/s ^ ds ds 

Plan normal. 
Plan osculateur. 



Normale principale. 

x' — X y' — y z' — z 
d?x (Py cPz 

ds' c/s* rf«* 



. . . . (6). 



Cosinus directeurs de la normale principale. — /, //, v 
étant les angles que eelte normale fait avec les axes et R 
représentant l'expression 



. /px'y (d'yy fiPzy 



on a cPx d^y d^z 

(/s* rfs* rfs' ,,, 

cosX = — , CCS /il = — , cosv = — . . (7). 

R R R 

Angle de courbure. — « représentant cet angle, 

a^Rds (8). 
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Rayon de courbure. — p étant ce rayon , 

Le rayon de courbure coïncidant avec la normale prin- 
cipale, ses cosinus directeurs sont fournis par les équa- 
tions (7). 

Centre de courbure. — X, Y et Z représentant les coor- 
données de ce centre, on a 

I 

Lieu géométrique des centres de courbure. — Les équa- 
tions de ce lieu se trouvent en éliminant x^y^ z entre les 
trois précédentes et celles de la courbe. 

Axe polaire. — Les équations de cet axe sont 



d^y rf*x dy cPx dx d^y 

dz^ dz* dz dz^ dz dz'^ 



00, 



équations dans lesquelles il faudrait substituer à X, Y, Z 
les valeurs fournies par les équations (10). 

Surface polaire. — L'équation de cette surface s'obtient 
en éliminant x, y, z entre les équations de Taxe et celles de 
la courbe. 

Arête de rebroussenient. — Les équations de cette ligne 
se trouvent en cherchant les courbes enveloppes (voir cha- 
pitre XVU) des projections des axes polaires. Si Ion connaît 
la surface polaire, il n'est besoin que de chercher l'équation 
d'une des courbes enveloppes. 



/ 



DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 221 

Développée. — L'équation de la surface polaire est lune 
des équations de la développée. On trouve Tautre en élimi- 
nant x,j^, z entre les équations de la courbe et les suivantes : 

x — è y-^if z-X, 
d^ '^ dyj ^ i ' 
dï rfç 

1, )7 etÇ représentant les coordonnées du point de contact 
de la tangente à la développée. 

Angle de torsion. — s représentant cet angle, 

' ^ IdsY W dz' " dz^ dz'l '^'' ' • '^^^- 

Exemple. 

Les équations de Thélice cylindrique sont 

z . z 

X = r sin — et v = r ces — , d'où x' -+- 1/* = ^*; 
ar ^ ar ^ ' 

r représentant le rayon du cylindre et a la tangente trigo- 
nométrique de langle constant v que forme la courbe avec 
les génératrices. 



Dérivant , on a 








dx 

dz ^ 


y 

ar 


) 


dy X. 
dz ar 


(Px 
dz* 


— 


X 


'^y y 

dz* oV* 


(Px 
dz' 


— 


y 


d'y X 
dz' a'r' 



En substituant les valeurs de ces dérivées dans les for- 
mules rappelées plus haut, on détermine facilement les élé- 
ments principaux de la courbe. 
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1" Tangente. — Des équations (1) on tire 

x' — X y' — y z' — z 
y xi 

ar ar 

2" Dérivée d'un arc de courbe. — La formule (2) donne 

dz y oV* aV ^ o* sin r - 

S'* Cosinus directeurs de la tangente. — On a 

dx y 

dx dz ar y \ y 

— = — = = - ^ =^cosr, 

ds rf« / j_W »• l/j -4- a* ^ 

dy X 

f/f/ dz ar xi x 

ds "" rf£ ~ ^ /rT7'~" ^ i/TT^ "" »• 



\/' 


H-O' 




V 

i 


O* 


1 


./i-Ha» 


i 



dz 1 

c/^ ds 
dz 

Donc, d'après les expressions (3), 

f/ X 

cos a = — ces v, cos p = — - cos V , cos r = sin r. 
r r 

D'où l'on voit que la tangente fait avec l'axe des z un 
angle constant. 

4"* Plan normal. — L'équation (4) fournit 

ar ar 

ou x'y — xt/' -*- {z — z) ar = o. 
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5"* Plan osculateur. — En employant Téquation (5), on 
trouve 

X y — xy (z — z ) = 0. 

ds i 

6** Normale principale. — A cause de — = » 

dz sini? 

Et, par suite, 

d^x X 



d^x dz* ah^ x ^ % 

ds^ fd8\^ 1 -4- a* r'(l -4- a*) r 



■• (I) 



,t 



a' 



'^y y 



\dzl ~V ' 

Substituant ces valeurs dans les équations (6), on trouve 

x' — X y' — y z — z 

— cos'v —; cos*v 

r* ir 

ou x'y — xy' = o et z' ^=:iz, 

D où Ton voit que la normale principale est parallèle à 
la base du cylindre et rencontre toujours son axe. 

7** Cosinus directeurs de la normale principale. — On a 



«=N/(£r-(S)'-(- 



dsV 



VI 



w* . cos*v 
==%/-- ros*y -^ ^ cos*w = 
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Donc, à cause des formules (7) , 



cos/ = 



X 

-- co«*v 

r X 



cos f* = — 



r 
cosv = 0. 



cos*!? 




> 

r 


r 






-r COS*t? 

r 




-2^, 


COS'lî 




r 



La normale principale est donc toujours perpendiculaire 
à Taxe du cylindre, comme on lavait déjà trouvé. 
8" Angle de courbure. — La formule (8) donne 



cos'r 

a ss=z lis, 

r 



La courbure est donc constante. 

9^* Rayon de courbure. — La formule (9) fournit 



r 

p= — r 



1 0° Centre de courbure. — En employant la formule (1 0), 
on obtient 



r* X 



X = X • — cos*v s= — a: tang^v = — a'jc , 

cos*t7 r' 

r* y 
Y = v ;— • ^ cos*t; = — y tang*t? = — à^y, 

Z =z. 

11** Lieu géométrique des centres de courbure. — En 
éliminante, j/, z entre les équations du centre de courbure 
et celles de la courbe, on trouve très-aisément pour les 
équations du lieu cherché 

. . Z , Z 

X = — arr sui — et Y = — arr cos — ; 

ar ar 

équations d'une autre hélice cylindrique, de même axe que 

la première, le rayon du cylindre étant aV. 



V 
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12" Axe polaire. — Les équations (H) fournissent 

x' — X y — Y z' — Z 

y X 1 



a^i"^ aV a^r 



L'égalité des deux premières de ees quantités, après que 
l'on y a remplacé X et Y par leurs valeurs, fournit pour 
Tune des équations de Taxe polaire 

et Ton peut prendre pour autre équation de Taxe celle du 
plan normal 

x'y — xy' = — (z' — z) ar, 

13** Surface polaire. — Pour éliminer x, j/, z entre les 
deux équations de Taxe et celles de la courbe, il suffit d'éle- 
ver au carré les deux membres de chacune des équations 
précédentes et d'ajouter, ce qui donne 

a« {z' — zf =: x" -f- y" — aV». 

De cette expression tirant la valeur de z, la portant dans 
les équations de l'hélice , puis substituant les valeurs de x 
et de y qui en résultent dans l'équation du plan normal , 
on obtient pour équation de la surface polaire 



X sm 



oV 



-♦- y'cos I I -4- oVs=0. 

14^* Arête de rebroussement. — On a trouvé pour la 
projection de l'axe polaire sur le plan des xy , 

xx' -i- y y' = — oV. 

Celte ligne dont l'équation peut s'écrire sous la forme 

z z 



X sm h y ces — = — aV 

ar ar 



15 
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a pour courbé enveloppe 

x'* -+- y'* = a*r\ (Voir, chapitre suivant, le moyen de 

trouver celte courbe.) 

C'est Tune des équations de laréte de rebroussement. 
L'autre est l'équation de lo surface polaire, que l'on peut 
écrire p cause de l'équation précédente, 



x' sin — -♦- y' sin — = — aV. 
ar ar 



Ces deux équations de l'arête peuvent faeilemcnc s'obte- 
nir sous la forme 

«' z' 

x' = — aV sin — et y' = — aV cos — • 

ar ar 

D'où l'on voit que les équations de l'arètc se confondent 
avec les équations de l'hélice trouvée comme lieu géomé- 
trique des centres de courbure. 

15® Angle de torsion. — La formule (12) donne 

sin2t; 



2r. 



ds. 



Remarque. — Quelle que soil la forme des équations de 

la courbe gauche, on tire de celles-ci les valeurs de—» 

dy dfx "^ 

T^'TT'etc., et, par substitution de ces valeurs dans les 

formules générales , on détermine les éléments de la courbe. 



I . Déterminer les éléments principaux de l'hélice cylin- 
drique dont les équations sont 

z z 

X = — aV sin — , y = — ah' cos — • 

ar ar 

Ce sont les équations de la ligne des centres de courbure 
de l'hélice prise comme exemple. Nous laissons aux élèves 
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de résoudre cette question et de comparer les résuUats à 
ceux qui ont été obtenus. 

2. Tangente, plan norn^al et plan osculateur de la courbe 
gauche formée par Tinterseclion de deux cylindres droits 
dont les axes se coupent rectangulairenient. 

Les équations de la courbe étant 

X* -4- 5* = a* et y* -4- js* = h\ 
on trouve : 

Pour les équations de la tangente , 



xx' •+- zz = a*, 



yy' ■+■ zz' == 6*. 
Pour équation du plan normal , 

x' v' ^' 
X y z 

Pour équation du plan osculateur, 

6Vx' — oy y' -h (cî* - 6*) zV = a%* (a* — 6»). 

3. Tangente et plan normal de la courbe formée par Tin- 
tersection d'une sphère et d'un ellipsoïde concentriques. 

(Ellipse sphérique.) 
Les équations de la courbe sont 

* , • , ^* .V* ^* . 
ar' -t- îy* rf- s* == r* et -; -f- -75 -+- — = i . 

Dérivant chacune de ces équations, on obtient 

dx dy 

X — -^y — ^ z = o, 
dz dz 

X dx y du z 

rt* dz h dz r 

Résolvant ces équations dérivées par rapport à -^ et ~, 

O-Af ((Z 

on trouve 

rfx__a*(6'— c«)jr dy h^(€^ — a^)z 
dz ~" c* (a* — 6') X *^ rfz "" c* (a'— 6*)y * 



L 
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Par substitution de ces valeurs, on obtient pour les équa- 
tions de la tangente y 

et, pour équation du plan normal, 

X y z 

4. Tangente et plan normal de la courbe formée par 
rintersection de deux cônes droits dont les axes se coupent 
rectangulairement. 

En prenant pour origine le point de rencontre des axes des 
cônes et les directions de ces droites comme axes des x et 
des y 9 si Ton représente par A, h' les dislances des sommets 
des cônes à lorigine et par m, m' les coefficients angulaires 
des génératrices , on obtient pour équations de la courbe 



A — a: =s m l^y* -♦- z\ 
h'—y^m'y'xû^z^ 
Les équations de la tangente sont 

x' — x y'— y 



m\ [(m'* -♦- 1 ) y — A'] m'\ [(m* -4- 4 ) x — A] 



z' — z 



(A — x) (A' — y) — m^nC^xy ' 
celle du plan normal , 

w'z(x'— ar) [(m'«-4- i)y — A'] -♦- m'»z(y' — y) [(m* -^\)x—h\ 

-4- [z' — z) [(A — x) (A' — y) — fii^m'^xy^ = 0. 

5. Dans la courbe qui résulte de Finterscetion des deux 
cylindres paraboliques 

X* acs 2oz et y' = 26jr, 
on trouve 

x' — X y' — y 5' — r 



» 



X y 

pour équations de la tangente ; 
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rt 6 

— X H — y -+-z' — z=a-f-6 
X y 



pour équation du plan normal; 

bx , 
y = — X 
ay 

pour équation du plan osculateur. 
On trouve encore 

(a -♦- 6 -+- 2z) 
P= TT- 



(a -♦- 6)* 

O H- 6 O H- 6 

6. Dans la courbe qui résulte de Fintersection des deux 
cylindres, l^un circulaire, l'autre parabolique : 

X* -H x'= o' et y = 6j3, 

on obtient pour équations de la tangente 

XX* -♦- zt! =ïa*, 

•^ 2y 2 

Les coordonnées des points où le plan normal rencontre 
les axes sont 

bx ^ , b 

Le plan osculateur rencontre les axes aux points dont 
les coordonnées sont 

X= X -r ;j > 

x' 

6 
y=— -z»(a'-+-z') — X*, 
4a'yz 

^ "~ z (2o' -♦- x') 



£» EXERCICES MÉTHODIQUES 

L'expression du rayon de courbure est 

(4ay -^ 6V}- 



7. Dans la courbe qui résulte de Tintersection de la 
sphère et du cylindre dont les équations sont 

x* -♦- f/* -♦- z' = r' et (x — 6)* + y* =± a*, 
on obtient pour équations de la tangente 

x' — X y' — y z' — z 



% 



-z z\/à'—y' 

La longueur de la portion de tangente comprise entre le 
point de contact et le plan des ocy est 



Pour équation du planosculateur, on trouve 

(x' - x) 6 [aV - by^ V/o»— y»] -(y -y) 6y-*-(z'~z) oV==o. 
Au point de la courbe dont les coordonnées sont 



y=:Oy x=i!6— oelz = l/f* — (6 — a)*, 
ce plan 46vient 



bx' -^ z' Vi^^(b — a)* = r* + a5 — aS 

c est-à-dire parallèle à Taxe des y. 
8. L'hélice conique a pour équations 

x*H-y« = ~(o-z)*, 

a représentant le rayon de la base du cône; A, la hauteur 
du cône; v, Tinclinaison constante des tangentes sur la base. 






? 
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En représentant par k ia quantité 



v 



-^GOtg'u — 1, 

ar 



on a dx ky — x dy kx -¥- y 

dz a—^ z dz a — t 

D où , facilement, les dérivées d'ordre supérieur par rap- 
port à z et celle de Tare de courbure 

i 



dz sinv 

Les équations de la normale principale sont 

ky — X 

y — y = T {^' — ^) et z' = z, 

KX -4- y 

m 

Le rayon de courbure a pour expression 

2 (rt — 2) 
Arsinâi; 

Les coordonnées du centre de courbure sont 

X = — — — xtang*i;, 

k cos*v 

X 

k cos*t; 

Pour angle de torsion on obtient 

ksin^o . 

s = ds, 

d — X 

Nota. — Nous n'avons déterminé que certains éléments 
des courbes qui font le sujet des exercices précédents; nous 
engageons les élèves à calculer les autres et à interpréter les 
résultats de l'analyse. 



i* »r* 



232 EXERCICES MÉTHODIQUES 



CHAPITRE XVII. 



ENVELOPPES DES LIGNES ET DES SURFACES. 



Soient F(x,j^,o) = o (1) 

lequation d'une courbe contenant le paramètre variable a, 

£=« • ■ <') 

sa dérivée par rapport à a. 

Pour trouver l'enveloppe de toutes les courbes que Ton 
obtiendrait en faisant varier a d une manière continue dans 
réquation (1), il suffit d'éliminer ce paramètre entre les 
équations (1) et (2). 

Soit encore F(x,y,a,6)==o (3) 

l'équation d'une courbe renfermant les paramètres varia- 
bles a et 6 liés par l'équation 

y(a,6) = o '. (4). 

Pour trouver l'enveloppe de cette courbe, on suit l'un 
ou l'autre des deux procédés suivants : 

l"* Si l'expression de l'un des paramètres en fonction de 
l'autre peut être fournie par (4) et si cette expression est 
simple, on la substitue dans (3), et, celle-ci ne renfermant 
plus alors qu'un seul paramètre, on opère comme précé- 
demment ; 

2** Si la résolution de l'équation (4) est difficile ou im- 
possible, ou bien si l'expression de l'un des paramètres en 
fonction de l'autre est compliquée , on dérive, en considé- 
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rant 6 coramc fonction de a, les équations (3) et (4) par 

///> 
rapport à a, puis, entre les résultats obtenus , on élimine — • 

On obtient ainsi une nouvelle équation entrç a et 6, puis, 
entre cette équation et les équations (3) et (4), on érimine a 
et 6. On emploie avec avantage dans ce calcul la méthode 
du multiplicateur indéterminé. 

Règles analogues pour déterminer Tenveloppe d'une 
courbe dont Téquation renferme trois paramètres variables 
liés par deux équations, etc. 

Remarque. — Etant donnée Téquation (3), on peut se 
proposer de chercher la relation qui doit exister entre a 
et b pour qu'en remplaçant, dans Téquation proposée, Tun 
des paramètres par sa valeur en fonction de lautre, Tenve- 
loppe soit une courbe donnée 

t\^^y) = o (5). 

Pour obtenir cette relation , il suffit de tirer de chacune 

des équations (3) et (5) la valeur de-~, de les égaler, puis 

dx 

d'éliminer x et y entre l'équation résultante et les équa- 
tions (3) et (5). 



Les procédés sont les mêmes que les précédents pour 
obtenir l'enveloppe d'une surface donnée. 

Ainsi F(x,y,jz,a) = o (6) 

étant l'équation d'une surface qui renferme le paramètre 
variable a, on obtient l'équation de l'enveloppe en élimi- 
nant a entre (6) et la dérivée 

rfF 

Ta-" <^>- 
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Qusdid I e()uatidn de la surface est de la forme 

P{x,y,^, a, 6) = o, 
sachant que f> (a , 6) = o > 

il y a iieu d opter entre deux procédés , etc. 

Remarque, — Si entre les équations (6) , (7) et — ■ ^= o , 

on Élimine a^ oii obtient les équations de laréte de rebrous- 

sèment: 

Bzempfo 1. 

Enveloppe des droites déterminées par Téquation 

P 
t/=i ax -fr- —-5 

•^ art 

a étant le paramétre variable. 

On a p 

F = y-«x-- = o (I), 

^F P 

da 2a* ^ ^ 



Dfe Téquation (2) , on tire 

•«=v/ï 

V ^)r 



2x 

et, en substituant cette valeur de a dans (1), on obtient, 
après réductions , pour équation de Icnveloppc, la parabole 

y* s~ 2px. 

Exemple 11. 

Enveloppe de tous les ellipsoïdes de révolution repré- 
sentés par réquation 

t 9 ^ 

x' tr -f- z' 

■?-i^-' <')' 

les axes étant liés par la relation 

a^ -i- b^ =z k^ (:2). 
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Dérivant (1) et (2) par rapport à a, en considérait b 
comme fonction de a , il vient 

X* î/* -+- z^ db 
a' 6' da 

a -k-b-— =^0 (4). 

da 

Multipliant (5) par le multiplicateur indéterminé >. et 
retranchant (4), membre à membre, on a 

D'où 

x* V* -+- ^* . 

À -- = a et A '■^—71 — = 6. 



a 



s 53 



Multipliant respectivement ces deux équations par a et 6, 
additionnant, puis tenant compte des équations (1) et (2), 
on trouve 'k = tâ. 



z^ 



Donc ,»x* ,*!/-+-- . 

a^ 6' 

Doù a«= i Aîx et fc* = db A: l^t/» -+- ;z^ 

Substituant ces valeurs dans Téquation (2), il vient 



pour équation des enveloppes. 

Exemple III. 

Quelle relation doit-il exister entre les paramètres « et 6 
de la ligne de droite 

~ + 7 = i (I) 

pour que Tcnveloppe soit le cercle 

x*-^y^ = r* (2)? 



2% EXERCICES MÉTHODIQUES 

De (1), on lire 

dx a 

de (2) , dy x 

I r 1^ I ■ ___ ^mm • 

dx y 

Égalant ces valeurs de j^ on a 

ttX 

X b 

y a ' ' ' 



(3). 



Or (3) donne x = — et,par substitution de cette valeur 

a 

de X dans (1), on trouve 

_ «*6 

et, par suite, ab* 

^ "~ o* -f- 6* * 

Substituant ces valeurs de x et de y dans (1), on trouve 
pour la relation cherchée 

i i 1 

r 

1 . Enveloppe des paraboles représentées par l'équation 

< + «• , , 

y^ax ~x\ 

a étant un paramètre variable. 

On trouve pour équation de l'enveloppe cette autre para- 
bole 

x« == 4A {h — y). 

La parabole proposée est celle qui est décrite dans le 
vide par un point matériel pesant, a représentant le coelfi- 
cient angulaire de la direction de la vitesse initiale avec 
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l'axe des x et les ordonnées étant prises en sens contraire 
de la pesanteur. 

2. Enveloppe des ellipses représentées par Téquation 

a étant le paramètre variable. 
L équation de Tenveloppe est 

I î s 

x' -4- y* =A:». 

3. Enveloppe des cercles représentés par Téquation 

(x — a)* 4- y* = 6*, 

les paramètres a et 6 étant liés par la relation 6' = kma. 
On trouve pour équation de Tenveloppe 

y* =5 4m (x -t- m). 

4. Enveloppe des droites représentées par Téquation 

X V 
a 6 

les paramètres a et 6 étant liés par la relation 

a 6 

- -4-- = ^. 

m n 
L'enveloppe a pour équation 

▼ w ▼ n 

5. Enveloppe des ellipses représentées par Téquation 

x' y* 

"~7 "*" ir ^^^ ■' 
a* 6* 

a et b, paramètres variables, étant tels que 



« 



mr nr 



m El^RGIGES MÉTHODIQUES 

On obtient pour équation des lignes enveloppes 

m « 
Quatre lignes droites. 

6. Enveloppe d'une droite de longueur constante qui se 
meut en s appuyant sur deux axes, rectangulaires. 

En représentant par / la longueur de la droite et par a y b 
les distances de l'origine aux points où elle rencontre les 
axes y la question se ramène à chercher Tenveloppe de la 

droite 

X y 
— j- — = 1 
a b 

a ei b, paramètres variables, étant liés par Téquation 

L'enveloppe est représentée par l'équation 

x' -+- y* = r, 

7. Enveloppe des cordes joigflîmt les extrémités des din- 
mètres conjugués de l'ellipse 

x' et y' étant les coordonnées de l'extrémité de l'un des 

L 

diamètres , -- w' et x' sont celles de l'extrémité de laulre 

et la corde a pour équation 

X [y jx — y Ix -+- y ly -4- ao = 0. 

La question est donc ramenée à chercher l'enveloppe de 
toutes les cordes représentées par l'équation précédente , oc' 
et y\ paramètres varii^Ies, étant lies par la relatioio. 
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On trouve pour équation de Tenveloppe 

ellipse dont les axes sont 

a b 
et 



8. Par un point donné, on mène à un cercle donné une 
séciante quelconque et, sur la corde interceptée, comme 
diamètre, on décrit une circonférence. Quelle est l'enve- 
loppe de toutes les circonférences obtenues par le même 
procédé? 

En prenant le point donné comme origine et pour axe 
des X la droite menée de ce point au centre du cercle donné, 
on obtient pour équation de ce cercle de rayon R 

(x — m)' -t- î/* =F= R* 

et, pour celle d'une sécante, y = ax. 

L'équation de la circonférence décrite sur la corde inter- 
ceptée est, par suite, 

et l'enveloppe de cette courbe, qui ne contient que le para- 
mètre varifible a, est 

(x' — mx -f- m* -♦- y' — B*)' — m* (op' -h y*) == o. 

9. Par un point quelconque d'une courbe de deuxième 
ordre, on mène à une ellipse deux tangentes, puis la corde 
qui joint les points dé contact. Quelle est l'enveloppe de 
toutes les cordes ainsi obtenues? 

Soient a et b les coordonnées du point pri^ gur la courbe 
de deuxième ordre dont l'équation est 

Ax* -4- 2Bxy -^ Cy* -^ 2Dx -^ 2Ey -f- 1 = o, 

et soit X* y* 

■ * =1 



l'équation de l'ellipse. 



m* n^ 
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Si par le point (a, 6) on mène deux tangentes à Tellipse, 
la corde des points de contact est 

ax by 
— -h^=4. 
m* rr 

On doit donc chercher l'enveloppe de toutes les cordes 
représentées par cette dernière équation , a et 6 étant liés 
par la relation 

Ao* -4- 2Bo6 -♦- C6» H- 2Do -*- 2E6 -f- 4 = o. 

On obtient pour équation de Tenveloppe 

(C_E')~2(B-DE)^,-..(A-D')gH-2(CD-BE)^ 

-4- 2(AE — BD) -^ -i- AC ~ B* =^ o. 

La question que Ton vient de traiter est un cas parti- 
culier du problème général des polaires réciproqœs. (Pon- 
celet, Annales de Gergonne, vol. VIIL) 

1 0. Le centre d'un cercle variable se meut sur l'axe des x. 
Quelle relation faut-il établir entre l'abcisse du centre et le 
rayon pour que l'enveloppe soit une droite passant ' par 
l'origine? 

Soient {x — o)* -♦- y* = 6% 

ys=sfnXf 

l'équation du cercle et celle de la droite. 
On trouve pour la relation cherchée 



6* = 



aW 



i -4- m* 

H. Même problème en supposant que l'enveloppe du 
cercle variable doive être Tellipse 

— ^^=i. 
nv n* 



On obtient 



DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 241 

12. Même question en supposant que Tenveloppe du 
cercle variable doive être la parabole 

y* = 2px. 

La relation cherchée est 

13. Même question , Tenveloppe du cercle devant être 
rhyperbole 

nr tr 
La relation demandée est 






14. Enveloppe de toutes les normales à la parabole dont 
réquation est y* = 2px. 

L equntion de la normale à la parabole proposée est 

P 
Il faut donc chercher Fenveloppe de toutes les droites 
représentées par cette équation, les paramètres variables y 
et X étant liés par la relation 

y* = 2px. 

On trouve pour équation de cette enveloppe 

Is 



»-î[^' 



C'est réquation trouvée pour la développée de la para- 
bole y' = 2px. (Voir chapitre XIV, section II, exemple L) 
On sait, en effet, que Tenveloppe de toutes les normales 
à une courbe est la développée de cette courbe. Les ques- 
tions proposées sur les développées pourront donc servir 
d'exercices pour la recherche des lignes enveloppes. 

1G 
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1 5. D'un point émanent dans toutes les directions d'un 
même plan des rayons de lumière. Ceux-ci étant renvoyés 
par une courbe située dans le plan , déterminer Tenveloppe 
des rayons réfléchis. 

En prenant pour origine le point de départ des rayons 
et désignant par x,y \es coordonnées du point où le rayon 
rencontre la courbe; par a le eoefileient angulaire delà tan- 
gente à la courbe au point (x, y); par fx la tangente trigono- 
mélrique de Tangle du rayon et de la tangente à la courbe 
au même point (jj, y); tenant compte d ailleurs de l'égalité 
des angles d'incidence et de réflexion, on trouve pour équa- 
tion du rayon réfléchi au point (x, y) 

a — |x 

y—y = -, (x'— X). 

L'enveloppe du rayon s'obtiendra du reste par les pro- 
cédés ordinaires. 

Ainsi, la courbe réfléchissante étant l'ellipse 



2 



dont un des foyers, pris pour origine, coïncide avec le 
point lumineux, on trouve aisément 

_ 6* (x -^ e) 

ey 
et, par suite, pour équation du rayon réfléchi, 

Ensuite en considérant, dans cette équation, x et y comme 
deux paramètres variables liés par la relation (1), on verra 
que l'enveloppe se réduit à un point 

y =0, x' = 2e; 

c'est-à-dire au second foyer de l'ellipse. 
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L'exercice traité a rapport au Problème des caustiqms 
par réflexion , si important en optique. 

16. Enveloppe des sphères représentées par Téquation 

(x — o)* -^ w* -f- jz* = — - (tw' — a*) , 

m* 

a étant un paramètre variable. 

L'équation de la surface enveloppe est 

a:* V* •+• ^ 

= 1 • 



m' H- r? n' 



celle d'un ellipsoïde de révolution. 

17. Enveloppe des plans passant par un point donné et 
tous à égale distance d'un second point donné. 

Soient pris pour origine le second point donné et, pour 
axe des jj, la droite passant par les deux points; on aura à 
chercher l'enveloppe des plans 

ax -I- 6y -f- z = m , 

ks paramètres variables a et 6 étant liés par la distance /) 
de l'origine à chacun des plans, soit par l'expression 

m 
V = — - • 

V/a« 4- 6« -*- 1 

L'équation de l'enveloppe est 

(W* P') (X* -*- t/*) P' (*^' — Zf = 0y 

celle d'un cône à base circulaire. 

18. Enveloppe d'une sphère donnée dont le centre se 
meut sur une circonférence aussi donnée. 

Il faudra chercher l'enveloppe des sphères représentées 
par réquation ^ 

(x - af -♦- (y — 6)* -^ ;t* = R^ 

les paramètres variables a et 6 étant liés par l'équation du 
cercle 
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On trouve pour enveloppe 

{k db l/x* -*- y^y = R« — z\ 

équation du tore. 

19. Si Ton coupe un hyperboloïde à une nappe par un 
plan et que, partons les points de la courbe d'intersection ^ 
on mène des plans tangents à Thyperboloîde, quelle sera la 
surface enveloppe des plans tangents? 

Soient f! ^^ ^'__ i 

et Ax-*- By-*-Cz=D 

les équations de Thyperboloîde et du plan sécant. 
Celle du plan tangent à Thyperboloïde est 

xx' y y' zz' 

et c est de ce plan qu'il faut chercher l'enveloppe; x, j/ et r 
étant trois paramètres variables liés par les deux équations 
précédentes. 
DifTérentiant les trois équations par rapport à x, y^z^ on a 

xdx ydy zdz 



a* 


-4- 


6* 


c* 


<=v, 


kdx 


-4- 


Bdy -*- 


Cdz 


— 0, 


x'dx 


+■ 


y'dy 

6" 


z'dz 


= 0. 



Multipliant respectivement ces trois équations par A, 1 et 
fx, ajoutant, puis égalant à o les coeHicients de dx, dy et dz, 

on obtient 

X x' ^ 

ar o' 

z z' 

c* r 

Multipliant de mémo ces trois dernières équations par 
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X9 j/y z et ajoutant, on trouve en tenant compte des équa- 
tions de Tellipsoïde, du plan tangent et du plan sécant 

/ -+- fA -+- D = 0; d'où À = — fA — D. 

Substituant cette valeur de 1 dans les équations précé- 
dentes , il vient 

B6»~D5/ = A*(y-.y'), 

— Ce* — Dz = iu(z — z'). 
Doù 

•^ ^ ou 



Aa*— Dx B6« - Dy — Ce* - Dz Ce* -+- Dz ^ 

Multipliant les deux ternies de chacun de ces trois rap- 

x' w' z' 
ports égaux respectivement par -i» v^» — » on trouve, en 

a' 6 c' 

vertu d'une propriété connue des suites proportionnelles et 
après réduction, 

Ax'-+- B.v'-+- Cz' — d""^' 

et, en multipliant les deux termes de chaque rapport res- 
pectivement par A , B et C, 

D — (Ax^ -4- By' -♦- Cz^) 
AV -f- BV — CV — D* "^ ^* 

En égalant ces deux dernières valeurs de fji, on obtient 

i^V ^ - — - i = [P — (A^^ -^ By^ -f- Cz)] ' 
a* "*■ />« c» "" A V -H BW — CV — D« * 

C'est réquation de la surface cherchée. 

Si la surface donnée eût été celle de rdlipsoïdc 

x' V* z* 

a' b* c« /' 
on aurait trouvé pour équation de l'enveloppe 

x^ y^ z'* ,_ [^ — (A^^ -^ By^ -4- Cz^)]' 
a» ■*■ 6» "*" c* "" AV^BV-f-CV— D'" ' 
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20. Enveloppe des plans représentés par 1 équation 

Ax -f- By -+- Cz = D , 

les paramètres variables A, B, C et D étant liés par les rela- 

^'"'^^ A«-^B«.-C*==1, 

A» B' C 

Différentiant les trois équations précédentes par rapport 
ù A, B, C; n)ultipliant respectivement les équations résul- 
tantes par i, fJL et 1 ; puis égalant à o les coefficients de dA, 
dB , dC , dD , on trouve 

xx = Ai.^ ___ • . . . . (i), 

>2/ = Bp-H~-^ (2), 

C 

xz =Cf£-^ ~ (3) , 

D* — c 

Multipliant respectivement (1), (2) et (3) par A, B, C 

et additionnant , on a 

\D = fi (5). 

Multipliant les mêmes équations par x, y^ z, addition- 
nant et représentant ac* -h j/* + z^ par R*, il vient 

R« n A^ B.V Çg 



Doù, en vertu de (5), 

Ax By Cz 

c 

Enfin, élevant au carré les deux membres des mêmes 
équations (1), (2) et (3) , et additionnant, il vient 






^,j^,_ i A' B^ C^ 
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D OÙ , en vertu de (4) cl de (5), 

1 I 

; — -_ et , par suite , u = -— 

Substituant ces valeurs de i et de p. dans (1), (2) et (3), 

on trouve 

X AD 



R* — a- D* — a* 

.y _ BD 

z CD 



5 



2 -« 



R»_C« D« — c 

Multipliant respectivement ces équations par oc, y, z et 
ajoutant, il vient, en vertu de Féquation (6) et de la valeur 
de X, 

x' ?y* r* 

RÏlTa^ "^ R* — 6*" ■*" R^^Z7*== ^• 

C'est 1 équation de Tenveloppe cherchée; celle de la sur- 
face de Tonde lumineuse se propageant dans un milieu 
cristallisé. (Voir Fresnel, Mémoires de l'Institut, vol. VII.) 



CHAPITRE XVIII. 



DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 



f'(x) 
Soit -— une fraction dont les termes sont des fonctions 

F(x) 

entières et rationnelles de x, le degré du numérateur étant 
moindre que celui du dénominateur. 

La décomposition d'une telle fraction en fractions plus 
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puis les constantes relatives aux racines inégales, soient 
réelles, soient imaginaires, se calculent comme précédem- 
ment. Quant aux constantes relatives aux racines égales, 
leur détermination s'effectue de la manière suivante : 

Soit F (x) = (x — a)" f (x) , 

c est-à-dire, supposons que Téquatron F(x)=o fournisse 
en même temps n racines égales à a et des racines d'autres 
sortes. 
On écrira 

'-^ = ^— + — — + -f — ^--4-S(5), 

(x — aYf{x) (x—ay {x—ay-^ x—a 

S représentant une suite d'autres fractions relatives aux 
racines inégales, puis on déterminera A„, A„_, — A, au 
moyen des équations 

/'(a)==A„f(a), 

r(a) = A„ /'(a) -^ 2A„_, y' (a) h- 2A„_, y (a), 
etc., 

équations que l'on trouve en multipliant les deux membres 
de (5) par (x — a)"(p(x), dérivant n — 1 fois et rempla- 
çant X par a dans les équations résultantes. 
Même procédé si l'on avait 

¥(x) = [{x-af'^fYf{x), 

ou si l'équation F(x) = o fournissait plusieurs groupes de 
racines égales. 

Exemple I. 



x^ — 9x* -+- 26x — 24 

En posant x' — 9x^-4-26x — 24 = o,on trouve que cette 
équation a ses racines réelles et inégales; x- = 2, x = 3 
et X = 4. 
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On écrit donc 

1 2x* — 70x -*- 98 



251 



A 



B 



x' — 9ac»H-26x — 24 x— 2 x — 3 x — 4 
et comme /(x) i2x* — 70x -♦- 98 



r(x) 

on obtient __ /'(2) _^ 



5x*— i8x-t-2() 
12.2*— 70.2-*- 98 



et 



Donc 



F (2) 5.2* — 18.2 + 26 

/'(5) /'14) 

F (3) ' F' (4) 

12x*— 70X-4- 98 5 



= 3 



ar^— 9a;2 + 26x — 24 x— 2 x— 3 x — 



(x*-4-l)* 



Exemple 11. 



Puisque (x — 1)*= o donne six racines dont chacune 
est égale à Tunité , on pose 

(X — if (x — 1 )« "^ (x — 1 )'' "^ "(x — iy 

As Aï Aj 

"^ (x — If "^ (x - <)* "*" "x — 1 

/•(jc) = x*+2x*-^l, Ae=/'(1) = 4, 

f (x) = 4x'-+-4x, 



Or, Ton a 



/'"(ur)==12x*-^4, 
/^"(x)=24x, 
r(x) = 24, 
f(x) = 0. 



Doù/ 



lA,-- ^-8, 

i. 2.5.4 

1.2.3.4.5 



â5!2 






EXERCICES 1 


«El 


rHoi 


DIC 


ms 










Donc, 
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-f- 






4 


-♦- 




8 




-4- 




8 




(X 


(X 


-ir 


(^ 
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(x 




!)♦ 








1 


4 


-f- 




i 




• 










' (X 


-if 


(X 




1)« 





Bxenii^le III. 

6x« -4- 25x ~ 9 
x*^ i4x' + i 07x« — 422x -+- 850 ' 

L'équation x*— i 4x^ -+- 1 07x'— 422x -+- 850=o fournît 
les couples de racines inriaginaires : 

' et ' 

En conséquence, on écrit 

6x* + 2ox — 9 Ax + B Cx-^D 



X*— i4x'+107x«— 422x-f-850~(x— 3)*-f-2S (x — 4)'-*- 9 

et coninf)e, dans l'exemple actuel, 

f{x) Gx' 4- 25x — 9 

F' (x) """ 4x' — 42x' + 21 4x — 422' 

F' (3 -+-31^^^ 20—30»/^' 

réquation qui sert à déterminer A et B (voir les équations 
générales du troisième cas), est 

20 — 30»/— 1 
d'où Ton tire, par la méthode ordinaire, 

A = — 3 et B = 1. 



J 
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On trouverait de même pour déterminer C et D, Téqualion 

.y X ^ ..y iSS-t-âiOl^—l 

C (4 -*- 3 1/ - i) ■+-D = 6 1/~ i 



\0^V—\ —36 

D'où C = 3 et D = — i. 

On a donc 

6x* -+- 25x — 9 — 3ac -4- i 3x — 1 



X*— 14a:*-*- 407x*— 422x-^ 850 (x — 3)*h-25 (x— 4)»h-9 

Exemple IV. 

X (2x' — X -♦- 5) 

(x' -^ 1)* 

L'équation (ac* -+- l)'=o fournit deux couples de racines 
imaginaires égales, ± \/ — |. 
On écrit, par conséquent, 

2x'— x' -f- 5x AjX -♦- Bj AiX -♦- Bj 

(X*H-4)» "" (x*-f-i)»"^ X«-4- 1 * 

Mais, ici , /^W = âx*^ — x* -*- 5x, 

et /''(x) = 6x* — 2xH- 5. 

D'où /•(i/z:T)=3i/3T^i, 

/•'(l/IIT) = — 2 V^ — 4. 

La première équation générale fournit donc pour déter- 
miner A» et Bi 



3^"— i -4- 4=AîV^— 4 +Bj, 

d'où Aj = 3 et Bj=4; 

et la deuxième , 



— 2i^~4 — 4 = 3 + (a,I^— i + B,) 2 1^—4, 

d'où A4 = 2 et B4 = — 4. 

Donc 

X (2x* — X -H 5) 3x -f- 4 2x — 4 

(x^ -♦- 4)' "" (jr« + 4)* '^^ X» -♦- 4 * 
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X 



Kxemple W. 



(x -f- o)* (x* -4- a') 

L^équation (x -*- o)' (x* -h o'j = o a deux racines réelles 
égales et deux imaginaires : 

— a, — a , -♦- 1/— a , — [/ — a. 

On ccril donc 

x' Ag A| ' Ax -+- B 

-\ 



(x -♦- af (x* -f- a*) (x -f- a)* x -+- a x* -f- a* 

Pour déterminer Aj et A^ on emploiera les formules rela- 
tives à réquation (5). Or, ici, 

f{x) = x\ , [ f(--a)==a\ 

Cl ou < 
/^(x)==2x, I /"(-_«) = -2a; 

et S ^(^)=-^'-^"'' d'oui K-«) = 2aS 
( /(x) = 2x, ( /(— a) = — 2a. 

Donc les formules propres à donner les constantes cher- 
chées, sont 

«2 = A2.2a'y 

— 2a = — Aj. 2a -4- Al . 2a*. 

1 1 

La première fournit Ag = - et la seconde, Ai= ^ • 

Quant aux constantes A et B, on les calculera par la pre- 
mière formule générale du troisième cas et comme dans 
Icxemple III. On trouvera 





i 
A » B — o. 

2a 




Par conséquent 






X* 


i i 


X 



(x -h af (x« -*- a*) 2 (x -»- af 2a (x -4- a) 2a (x* -*- a*) 
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RiLcmple Yl. 

x^ — 2a; H- 1 



• ar^(x — 2)(x«-f-4)'* 

Le dénominaieur égalé ù o donne une équation dont les 
racines sont : 



0, 0, 0, 2, V/— 1,-1/— i, \/— 1, -l/— f. 
Donc on écrit 



(«) 


x^ 


— 2x -f^ 1 


As Aj A, A 

1 . .... 1 . . F , . 


a:^(x - 


~2)(x*-*- 1)* 


— - — -h ~ " -+- -1- 

X. x^ X X — 2 
BjX -♦- Ca BiX -+- Cl 


(X»H-If ^ X«H-1 



A3, A2 et Al se déterminent comme dans l'exemple V, en 
prenant pour (p (x) le produit 

{x — 2) (x* + i)« ou x*— 2x* -+- 2x'— 4x' -+- x — 2. 

On trouve 13 11 

A8== > A» = - 5 Ai = — • 

2 4*8 

A se calcule par la formule générale du premier cas ; on 
obtient 

40 

Pour obtenir les valeurs de Bj , Cj, Bi et C,, il serait trop 
long d'avoir recours à des formules générales. Opérons 
comme suit : 

Multiplions les deux membres de l'équation (a) par 
x' (x — 2) (x* -f- 1 )*; il vient 

(j3) x'— 2x -4- 1 = (B5X -+- C,) (x* — 2x^) 

-♦- (Bix H- Cl) (x'h- \ ) (x*- 2x') + S (x«-+- 1 )* (x*— %x^) , 

en posant ^ A3 Aj Aj A 

X** X* X X — 2 



ase EXERCICES MÉTHODIQUES 

Or, en remplaçant x par V/ — 1, Téquation ((3) devient 

— 1/^ — 21/^1 + 4 = (b,V/^-^ C,) (i -4- 2V/—Î)- 

D'où, facilement, 

B,= — i et C, = — i. 

Dérivant Téquation (P) et omettant les termes qui pour 
x = V^^—-\ seraient nuls, on obtient 

(r ) 3x« — 2 = B, (X*— 2x') + (B,x -*- C,) (4x» — 6x*) 

-♦- (B4X -^ C,) (x*— - 2x') 2x 

et, en remplaçant x par V^— i, 

3-4-2 1^^"^ == — B, -f- Cl l/^ — 2B,k'^— 2C4. 

D'où ^ 7 ^ 4 

B. = --, C.==--. 

On a donc, 
x* — 2x H- i i D U i 



x* (x — 2) (x« -f- 4 )« 2x' 4x« 8x 40 (x — 2) 

X -♦- i 7x -4- 4 



4. 



2. 



3. 



x' a' 



x' -f- (o -♦- 6) X ^- a6 (6 — o) (x -f- «) (a— 6) (x h- 6) 

a(7x'— 28ax-+-24o') o 2a 4a 

- — ^ = 1 1 

x'~ 7ax'-f- i 4a'x — 8a' x — a x — 2a x — 4a 

\ 

x'+ (J/Ô-+-1/6H- V^c) x*-+-(v^â6+l/ôc-+-V^) x-*-K"^ 
\ 

~ (1/6 - »/â) (V^- Vl) (x -H k'â) 

i 

(ko- 1/7,) {V'c - V^fe) (a- -H \/l) 
1 

(l/« _ i/;) (i/6 _ 1/7) (* + i^c) 
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. 360x»— 426X-4- 17 8 45 24 

4. -— -T — -T 7 = TI H 



5. 



24x'— iOx*— 5a;-f-i 2a; — 1 5a:— i 4a: — 1 
a:'— i 3 4 i 



6. 



(x -4- 2f (a: -♦- 2)» (x -f- 2)' x -f- 2 
x* — xX/a-^Z 2o-*-3 3l/a 



(x -♦- \/af (x -♦- l/a)*^ (x -♦- Vat (x -f- Vaf 



[a-^^hxY (2a)^ m (2o)"'-* m(w— i) (2a)'";;^ 
■ (a— 6x)'» "" (a— 6x)" "*" T (o— ôx)*-* "^ 1.2 (a—fex)-^ 

m(m-l)(m-2) „ (2a)—» 

4 ; : -f- etc. 

1.2.3 (o — 6x)-» 

X XX 



8. 



9. 



X* — (o-*-6)x"H-a6 (6 — o)(x'-»-a) (6 — a)(x'-*-6) 
2(x»-»-l) 1 

X* -♦- X* -f- 1 



(x-*.l)Vi (x-1)' 



12x» — 7x-*-2 4x — 3 2(8x — 5) 4x - 5 

10. ^ 



4x*-*-21x*-^21x'-*-4 3 



11. 



(x'H-l) 15(x'^4) ^J,_^^\ 
16 (x' -4-4) 4X-4-1 2x 



(4x*-*-4x-4-17) 



[("■^i)'-^*] l^-^i)' 



x'-f-4x»-*-7x — 4 4(x — 1) 2x x 

12. - ^ ^ - 



13. 



(x'-f-l)' (x'-+-l)» (x'h-1)* X*-4-1 

X* — x-f-1 2x 1 



14. 



(x' + x-^l)' (x»-f-x-+.4)' (x»^x-4-l)» 

Sx*— 7x 1 1 1 



X*— 3x'-f-x*-*-3x — 2 (x— 1)* X— 1 X4-1 X — 2 

17 
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15. 



16. 



i7. 



flt* -I- a?* a* x* x' -♦- i 

1 Sx* -f- 5a:* -f- BSx* -♦- x' -*- 37x — i 6 x -f- 2 5x -♦- 4 

: :t= -I- 

x'-*-4x*-^x' — 4 x'-4-i x'h-4 

5 6 

X — 1 X-l-1 

X* 4 i < 



18. 



19. 



20. 



(x» — i)» 8(x-*-i)' ir>(x-+-i)« i6(x-4-i) 

I 1 1 

■^ 8(x--if "^Teïx— 1)*"" i6(x — i) 

i 4 1 i- i 



x*(x*-i) X* 4(x-*-1) 4(x — 4) 2(1 -♦-x») 

x' -f- 1 1 1 X -♦- 1 

a;* + a;* xf ** ** -+- * 



a:* -+- (ù -+- 26) «* -t* 6 (2o -4- 6) a; + «6» (o — 6)* (o 4- x) 
6» t>'— 2o6 

"*" (a _ 6) (6 H- x)' "*" (a — 6)» (6 -I- x) * 

1 < 1 2 i 

x»{l — x)'(l+x) X» X* X 2(1 — x)* 

7 4 



4(1— x) 4(1 -*-x) 

4x*(x* — X*— 1) 11 

^^' a-» — 2x'— X*— 2x' -4- 1 x*-*-x-i-l x* — x-»-l 

1 1 



x'-t-x — 1 X* — X— 1 
X» 1 1 

^^' > — 2x» + x* -t- X* — 2x -t- 1 "" 2 (x — 1)' "^ 2(x — 1) 



X (l + |/2) X (l - »/2) 



4 (a;'_xV/2 + 1) 4 (x'+-.rl/2 + l) 



/ 



-24. 
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2 2 



(2x ^ i) ^/ÏÏ"— 5 (2x H- i) 1/5 H- 5 
,,^ o5x^ — iOx* — i2ix» -»- <97x ~ 287 2x^1 

(x* — 5x + 8)«(x*H.7) ^ (x* — 5x-f.87 

X H- 5 X 
— , ■ «l. . _ , 

X»— 5x-f~8 x*-f-7 

X 

26. --5 . 

a -4- 6x 

On a 

X X 

oc b b 



a-^ba? a , R' -♦- x' 



en faisant 



v1=«)- 



L'équation R' + ac» == o a une racine réelle — R et deux 

racines imaginaires -±-V/^=T. D'où l'on trouve fiicile- 
ment 

^ ^ X H- R 



27. 



a 4- 6x« 36R (x -♦- R) 36R (x* - Rx h- R*) * 



a -♦- 6x* 
On a 



x' x' 



I ♦= = TTi 1 en faisant \/ --=R 1, 

a -♦- 6x* a R* -f- X* V '^ 6 7 ' 

-r -♦- X* ^ ^ 



6 
et x' X 



a H- 6x* 2tj^ 1/2 (^,_ ^^ ^/2 ^ ,^.) 



X 



26RJ/2(x*-t-Rxl^2H-R') 



360 


EXE 


RCICES 


X» 
a-+- bx' 






On a 






a:» 




a:' 


x» "6" 




6 


o-H 6a;* a 


R» 


-«-x» 


- +x* 
6 







en représentant \/ -par R ] , 

et Ton sait que les racines de 1 équation R' -+- x' =— o peu- 
vent se tirer de l'expression 

x = Rcos^^ ^±RK~-1 sin -— ^^ 

en faisant successivement dans cette expression A:==0, 1,2. - 
On trouve ainsi pour racines 

x = — R, 

X = R CCS — dz R K — i sin - ? 
5 5 

X = R ces — db R K — 1 sni— -> 

et, en suivant les procédés ordinaires, 

2x ces 2R CCS — 

a:' i 5 5 



a -+. 6x* 56R (x -f- R) . / . n \ 

^ ' 56R ( X* — 2Rx ces - -f- RM 

2x ces — H- 2R ces — 
5 5 

56R f X» — 2Rx ces — ^ RM 



I 

29. 



a -♦- 6x' -♦- ex* 
On a 






a -f- 6x' + ex* a 6 

C c 



-H x' -♦- X* 



VI 
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et 1 équation ac* -t- - ac* h — == o 



c c 



1 



fournit x* = db — 1/ 6' — 4oc. 

2c 2c 



Cela posé, si |/6* — 4ac est > o, 

on posera 1/6' — 4ac = M • 

^ '2c '2c 

h 1 , 

et _H- _l/6«_4ac = N. 

2c 2c 

et, par suite, 

1 

c Ax-i-B Cx-+-D 



a 6 , . x'-t-M x'-f-N 
— H - ar -♦- X* 
c c 

ce qui fournira, par le procédé employé dans le troisième cas, 

i i \ 

a+6x*-^cx*'~"c(N — M) (x* ^ M) "*" c (M — N) (x* ^ N) * 



Si , au contraire , on a Vb^ — 4oc < o , on opérera comme 
suit : 

^ i i 

c ce 



f^ f> i A c m /a . ^ 

ce a y c 21/ ac 



R*— 2RVcosa-t-x* 

4 



en représentant 



a ■^ b 

- par R et — ;:;:: par — cos a. 

^ ^Vac 



</ 



Or, 1 équation x* — 2RV cosa h- R* = o fournit pour 
facteurs du deuxième degré 



x' ± 2Rx cos - -♦- R' 

2 
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et, par conséquent, Ton posera 

7 Ax^B Cx-hD 



tt b ^ a. at 

— h - X* -f- X* x' — 2Rx ces— -♦- R* x*+ 2Rx ces— -♦- R* 
ce 2 2 

Le procédé ordinaire donnera alors 

R sin a — X sin - 
i 2 



tt -♦- 6x* -t- ex* 



2cR*sina f x«— 2Rx ces - ^-f- RM 



U sin a -f- X 8in - 

2 



2€R'«ina fx'-t- 2Ha;co*^ -t- R* 1 



^m-l 



30. , n étant pajr. 

x^ — 1 

Les racines de x" — 1 = o sont fournies par Icquation 

2*7r . . . 2A7r ^, 

x = cos — diK — i sia — («5=0,i,2 ...etc.), 

ou, pour abréger, par 

X = ces Afl rb y" — 1 sin /;fl, 

en faisant — ^^d. 
n 

fh 

Pour A: = o elA; = --, on oblienlx = 1 etx= — 1 ; ce 

2 

sont les racines réelles de 1 équation x" — 1 =o. Les autres 
racines, toutes imaginaires, se trouvent en faisant succes- 
sivement A;= 1 ,2, 3 ... 1. 

2 



"-1 



On posera donc 

x*"-* A B «"' r Cx -4- D 1 

X" — i X — 1 XH-i ^* Lx'— 2xcosfc6 -♦- 1 J 
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î - 



en représentant par 2 1« somme des couples de racines 

imaginaires correspondantes aux valeurs fc=1,S,5 i. 

Le procédé ordinaire fournira ensuite 

ac*""* i) i ( — i)" ^* rxcosfcmo— cos(m — \)h' 



' rx cos fcmo — ces (m — i ) fc6"l 
a?" — i nfx— 1 x-i-l ^* L a:' — 2xcosfc6-+-i J 

Si n est impair, on trouve de la même manière 
X" — i n(x — 1 ^*L X* — ^^ 2x cos fco -+- i J) 



i 



ïy 



